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RESUMO

Este artigo apresenta o relato e as reflexdes decorrentes da aplicacdo da Modelagem Mate-
matica como estratégia de ensino no caso especifico de estudantes da terceira fase do curso de
Ciéncias da Computacéo das Faculdades Integradas Univest — FACVEST em Lages — SC, na disci-
plina de Célculo. Foi desenvolvido um modelo matematico para crescimento da Araucaria angustifolia
usando técnicas de Célculo Diferencial e Integral. O objetivo principal do trabalho consistiu na Mo-
delagem como fator de integracéo entre a Matematica do estudante universitario e a investigacao de
problemas regionais. Péde-se concluir quanto a eficacia da Modelagem para este fim, bem como
para a compreensao dos contelidos especificos da disciplina.
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ABSTRACT

This article presents the reflections about the application of Mathematical Modeling as a
strategy of education in the specific case of students of the third phase of Computer Sciences of the
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Faculdades Integradas Univest — FACVEST in Lages — SC, in disciplines of Calculus. A mathematical
model for growth of the Araucaria angustifolia was developed, using techniques of Differential and
Integral Calculus. The main objective of the work consisted of the Modeling in the integration of
university students Mathematics and the inquiry of regional problems. It could be concluded about
the effectiveness of the Modeling for this end, as well as for the understanding of the specific

contents of Calculus.

Key words: Mathematical modeling, teaching/learning, Araucaria angustifolia.

1 Introducéao

A modelagem matematica
gradativamente vem conguistando espaco
no ensino de matematica no Brasil, que
pode fluir em todos os niveis desde os ali-
cerces do ensino basico, perpassando pela
graduacdo em ciéncias exatas, atingindo
patamares das pesquisas cientificas.

Diversos autores tém contribuido para
0 desenvolvimento das pesquisas em Mo-
delagem no Brasil, como: Jonei Barbosa
(2001, 1999), Rodney Bassanezi (2002) e
Maria Salett Biembengutt (1999) abordan-
do diversos aspectos da mesma.

E consideravel o carater interdisciplinar
que a modelagem matemética proporciona,
sendo em alguns momentos também a cri-
térios do docente com a devida formacao ser
multidisciplinar, ou seja, o educador pesqui-
sador pode transcender aos modelos tradi-
cionais de ensino no momento de ministrar
suas aulas, para isso devera ter conhecimen-
to de outras areas da ciéncia.

Acreditando no potencial da Modela-
gem Matematica para a integragdo entre a
Matemética do estudante universitario e a
investigacdo de problemas regionais, foi
proposto um projeto de pesquisa para a
dissertacdo de mestrado do primeiro au-
tor, sob a orientacdo da segunda autora,
gue aborda um estudo sobre a Araucaria
angustifélia, floresta predominante na regiéo
até um século atras e agora vitima do
desmatamento, como tema central para a
Modelagem Matematica em um curso re-
gular de Calculo. A aplicacdo da modela-
gem matematica no ensino do Célculo, tem
sido discutida por diversos autores, como:
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Araujo e Barbosa (2005), Sant’Ana (2004),
Rilho (2005), entre outros.

A escolha do tema Araucaria
angustifélia foi pautada no fato desta ser a
vegetacdo predominante na regido, que
sofre os efeitos de uma elevada devastacao
e é tema de diversas pesquisas desenvolvi-
das nas instituicbes de Lages e arredores,
especialmente no &mbito da Biologia e da
Genética. A abordagem do tema, sob os
mais variados aspectos, incluindo a Mode-
lagem Matematica, € fundamental, ndo so6
para o desenvolvimento da pesquisa e
motivacgdo para 0 ensino, mas também para
a sensibilizacéo e reflexdo acerca da impor-
téncia da preservacéo e recuperacdo da flo-
resta de araucaria.

Em contato direto com a araucariaem
aula de campo, deu-se inicio a coleta de
informac0des, organizacdo das etapas a se-
rem aplicadas no objetivo de se definir um
modelo matematico para representar o
crescimento da Araucaria angustifélia. Ori-
entados da importancia em relatar as difi-
culdades encontradas no desenvolvimen-
to do trabalho, a maior dificuldade dos alu-
nos foi o da transferéncia de conceitos
matematicos na fundamentacdo da mode-
lagem do fenbmeno proposto. A modela-
gem enfim foi entendida pelos alunos como
a forma de representar fenbmenos do
mundo real por meio da matemética como
também do seu caréter interdisciplinar.
Outra dificuldade apresentada foi a de
definir quais seriam as variaveis conside-
radas conforme o fenbmeno e como deve-
riam ser relacionadas. Estas dificuldades
foram superadas gradativamente com o
desenvolvimento do modelo.
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2 Modelos matematicos

Bender (2000) define modelo mate-
maético como uma construgdo matematica
abstrata e simplificada relacionada a uma
parte da realidade e criada para um pro-
posito particular.

Bassanezi (2002) define modelo ma-
teméatico como um conjunto de simbolos
e relagbes matematicas que representam de
alguma forma o objeto estudado, este apre-
senta uma linguagem concisa na formula-
¢do do modelo, expressando as idéias de
maneira clara e sem ambiguidades.

Ainda, para Bassanezi (1994, p.31),
“um modelo matematico é quase sempre
um sistema de equagdes ou inequagdes al-
gébricas, diferenciais, integrais, etc., obti-
do através de relagdes estabelecidas entre
as variaveis consideradas essenciais ao fe-
ndémeno sobre analise”.

Os modelos matematicos podem ser
formulados de acordo com a natureza dos
fendmenos analisados e classificados con-
forme o tipo de matematica utilizada. Se-
gundo Bassanezi (2002), os modelos sdo
classificados em modelo linear ou néo li-
near, modelo estatico ou dinamico e mo-
delo educacional ou aplicativo, este Ulti-
mo é o modelo que envolve um ndmero
significativo de relagdes de variaveis, for-
necendo em geral sistemas de equacdes
com diversos parametros. O modelo ma-
temaético tem a intencdo de facilitar a to-
mada de decisdes, a realizacdo de previsdes
em relagdo ao fendbmeno estudado, com a
capacidade de interferir nas mudancas das
mais diversas situacdes do mundo real.

3 Modelo matematico para
determinacao da altura
da Araucariaangustifolia
em funcao da idade

Neste trabalho, apresentamos 0 mo-
delo matematico que representa a altura da
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araucaria em funcdo da idade. Este mode-
lo desenvolvido pelos académicos da dis-
ciplina de Calculo Diferencial e Integral,
passando por etapas da modelagem de
acordo com Bassanezi (2002), as quais fo-
ram: experimentacao, abstragéo, resolucéo,
validacdo, modificacéo e aplicagio.

Para a montagem do modelo os alu-
nos apresentaram em sala de aula uma ta-
bela de producédo ligada a Araucaria
angustifolia. A tabela apresenta dados so-
bre a idade, nimero de arvores e altura
média. E importante observar que esta ta-
bela foi pesquisada pelos alunos somente
ap6s uma saida de campo, na qual estive-
ram em contato com a Araucaria angustifélia
em seu habitat natural, ou seja, a utiliza-
cdo de dados ja armazenados pda
Embrapa foi originada da dificuldade em
colher seus préprios dados.

Tabela 1 — Producéo (Araucaria angustifolia).

Idade AIFura NUmero Diémgtro AIt’ur‘a
dominante  arvores médio média
4 54 990 6,6 4,7
5 6,7 990 8,7 5,8
6 7,9 990 10,5 6,9
7 9,0 990 12,1 7,8
8 10,0 989 13,4 8,7
9 10,9 988 14,6 9,4
10 11,7 986 15,6 10,1
11 12,5 984 16,5 10,8
12 13,2 979 17,3 11,4
13 13,8 974 18,0 11,9
14 14,4 966 18,6 12,4
15 15,0 957 19,2 12,9
16 15,5 946 19,8 13,3
17 16,0 934 20,3 13,7
18 16,5 920 20,7 14,1
19 17,0 905 21,1 14,4
20 17,4 889 21,5 14,7
21 17,8 871 21,9 15,0
22 18,2 853 22,2 15,3
23 18,6 834 22,6 15,6
24 18,9 815 22,9 15,8
25 19,3 795 23,1 16,1
26 19,6 775 23,4 16,3
27 19,9 755 23,7 16,5
28 20,2 734 23,9 16,7
29 20,5 714 24,1 16,9
30 20,8 694 24,4 17,2

Fonte: EMBRAPA (2001)

Dados coletados no periodo de 2001, in-
ventario de uma floresta com 990 arvores de
trinta anos na regido de Telém aco Borba/PR.
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3.1 Da construcao do modelo

Sem duavida, pode-se constatar que a
maior dificuldade dos alunos foi a do le-
vantamento das variaveis com o fenéme-
no do crescimento em funcdo da idade.
Este problema foi resolvido a partir da ob-
servacao detalhada dos dados da tabela 1.
Os alunos observaram a coluna das idades
e 0 comportamento da altura média e con-
cluiram que a relagdo crescimento em fun-
¢do do tempo fisicamente representava ve-
locidade de crescimento e que, quanto
maior o tempo (idade), menor era a velo-
cidade de crescimento. Calcularam a velo-
cidade de crescimento (Tabela 2), acrescen-
tando este dado como uma nova coluna
na tabela (ver Tabela 3).

__ altura média dh

idade —> Y dt

Taxa de variagao

Tabela 2 — \elocidade de crescimento metros por ano.

Idade Altura Média Velocidade de crescimento
(anos) (m) (m/a)
4 4,7 -
y=28-47 =1,10m/a
5 5,8 -
y=59-58 =1,10m/a
6 6,9 -
y=18-69_ 0,90m/a
7 7.8 7-6
y=871=78_ 0,90m/a
8 8,7 87
V= M = 0’7m/a
9 9,40 9-8

Fonte: Tabela elaborada pelos alunos do grupo em sala de
aula, utilizaram dados da Tabela 1.

Procederam desta forma sucessiva-
mente obtendo a coluna velocidade média
de crescimento em metros por ano confor-
me tabela 2.
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Tabela 3 — Modelagem do crescimento da altura da
Araucaria angustifolia em funcio da idade.

Idade Altura Intervalo Intervalo Velocidade
média altura idade (m/a)
acumulado
4 4,70 - - -
5 5,80 1,10 1 1,10
6 6,90 1,10 2 1,10
7 7,80 0,90 3 0,90
8 8,70 0,90 4 0,90
9 9,40 0,70 5 0,70
10 10,10 0,70 6 0,70
11 10,80 0,70 7 0,70
12 11,40 0,60 8 0,60
13 11,90 0,50 9 0,50
14 12,40 0,50 10 0,50
15 12,90 0,50 11 0,50
16 13,30 0,40 12 0,40
17 13,70 0,40 13 0,40
18 14,10 0,40 14 0,40
19 14,40 0,30 15 0,30
20 14,70 0,30 16 0,30
21 15,00 0,30 17 0,30
22 15,30 0,30 18 0,30
23 15,60 0,30 19 0,30
24 15,80 0,20 20 0,20
25 16,10 0,30 21 0,30
26 16,30 0,20 22 0,20
27 16,50 0,20 23 0,20
28 16,70 0,20 24 0,20
29 16,90 0,20 25 0,20

30 17,20 0,20 26 0,20

Fonte: Tabela elaborada apds célculos da velocidade de
crescimento médio ano a ano.

Partindo da taxa de variacéo v = @ e

dt
da hipétese formulada, desenvolveram

seus calculos:

dh K
V=— V=—
dt t
dh = v.dt (velocidade de crescimento
médio inversamente
'[dh = I v.dt proporcional ao tempo).
K
h+c, = J— dt
t Idu =u+c
du
dt — =Inju/+c¢
h + Cl = KJ. ? J‘ u ‘ ‘
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h+c, = K.1n|t] +c,

h=K.n|t|+¢c, - ¢,

h=K.Inlf + ¢

Condicdes iniciais conforme Tabela 1:
modelo matematico do crescimento médio
de uma amostra de 990 arvores ao longo
de 30 anos.

Aleatoriamente consideram-se 0s se-
guintes valores:

t=>5anos - substituindo os res-
pectivos valores na
h=58m equacao.

h=K.nft| + c , obtemos:

5.8=a.ln/5|+ c

5,8=K.1,609437 + c¢| Equacéo 1.

t = 20 anos

h=147m

14,7 =K.1n|20] + c

14,7=XK.2,9958 + ¢| Equagéo 2

Assim obtém-se o sistema de equacoes:
5,8=1,609437K +c¢
14,7=2,9958K + ¢
-14,7=-2,9958K —¢

5,8=1,609437K + ¢
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- 8,9 =-1,386363 K

89
1,386363

1,386363 K = 8,9

K=642

Substituindo K = 6,42 na equagéo 1,
temos:

5,8=1,609437K + ¢
5.8=1,609437 (6,42) + ¢
5,8=10,33258554 + ¢
5,8-10,33258554 =

c=-4,5375

Como h= K.Inlt|+ c logo

h =6,42.1nt| - 4,5375

Os alunos utilizam entdo esta equa-
cao para expressar o modelo matematico
do crescimento médio das araucérias ao
longo de 30 anos.

Para a confirmagdo da validade do
modelo matematico, os alunos testaram em
dados da tabela original (Tabela 1). Por
exemplo: considerando t = 28 anos con-
forme a tabela 1, devemos ter h = 16,70 m.

Na equacdo temos:

h=6,42.In|f| - 4,5375
h=6,42.1n|28| - 4,5375
h=6,42x(3,332204) - 4,5375
h=21,40—4,5375
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O referido valor da altura “h” pratica-
mente se iguala ao apresentado na tabela 1.

Considerando t = 30 anos, segundo
atabela 1, devemos ter h = 17,20 m.

Na equacéo temos:

h=6,42.1n |30 - 4,5375
h=6,42x(3,40119738) — 4,5375
h=21,83568719 - 4,5375

O referido valor h = 17,2 m confirma
o apresentado natabela 1, validando desta
forma a equacdo do modelo matematico
do crescimento médio.

Em um de nossos encontros apresen-
tamos aos alunos a possibilidade de que
modelos matematicos nos permitem fazer
previsdes. Um dos componentes do gru-
po sugeriu que se realizasse a definicdo da
altura média para os 50 anos.

h=6,42.1n[50|-4,5375
h=6,42x(3,91202301) - 4,5375
h=25,1151 -4,5375

3.2 Utilizacao de Software para
0 ajuste ou regressao de curvas

A regressdo ou ajuste de curvas é um
recurso utilizado para representar a ten-
déncia de uma variavel y em funcdo de
outra variavel x.

Os ajustes de curvas sédo diversos, 0s
mais conhecidos sao: logistico
Michaelis-Menten, exponencial geomé-
trico ajuste linear, ajuste polinomial. Nes-
te trabalho utilizamos para o ajuste de
curvas o software Microsoft Excel, que deve
ser aplicado com cautela pelo fato de
apresentar falhas na determinacdo de
curvas de tendéncia decorrentes de ajus-
tes polinomiais.
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Ainda, segundo Bassanezi (2002) uma
curva de regressdo € bastante (til para uma
formulacéo simplificada dos dados ou ve-
rificacdo de alguma tendéncia entre eles.
Quando analisamos alguns fendmenos ou
situacdo através de dados numéricos
estamos interessados, além da descricao e
tendéncias locais fornecidas por uma cur-
va de regressdo em saber se a relacéo fun-
cional corresponde (y = fcx) e também
adequada para se fazer previsdo de y quan-
do x escapa do intervalo pesquisado.

Os alunos realizaram o ajuste de cur-
vas com o objetivo de encontrar aquela que
melhor descrevesse, que melhor se aproxi-
masse dos dados colhidos, ja se preocupan-
do em definir o modelo matematico do
crescimento em fungdo do tempo sempre
na expectativa que a mesma coincidisse
com o modelo encontrado mediante me-
todo algébrico.

A figura 1 indica o ajuste da curva do
modelo obtido com a planilha Excel que
apresenta um bom ajuste, ou seja, apresen-
ta 0 modelo muito préximo do fenébmeno
estudado.

Os alunos chegaram a esta concluséo,
pois a equacdo obtida é praticamente a
mesma equacao definida pelo processo al-
gébrico apresentado anteriormente.

Correlagao -Altura em fun¢do da idade

¥y =6,3579Ln(x) - 4,4065
R’ =0,9992

0 10 20 30 40

Figura 1 — Modelo ajustado com Excel.

O ajuste de curva realizado pelos alu-
nos nos leva a concluir que a aplicacdo do
software Excel e o processo algébrico se
complementam e esta relagdo comparati-
va serviu de comprovacédo de todo o pro-
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cedimento no objetivo da obtengdo do
modelo matematico.

Observamos que os alunos s6 recor-
reram ao ajuste de curvas fornecido pelo
programa apos realizarem seus proprios
calculos, como um elemento a mais para a
validacéo de seu modelo.

4 Consideracdes finais

Modelos matematicos, como o apre-
sentado neste trabalho, podem ser
construidos com os alunos em sala de aula,
auxiliando desta formaa melhor compre-
ensdo da aplicagdo das técnicas de deri-
vacdo e integracao, assim o aluno interes-
sado em estudar esta disciplina de forma
mais objetiva se motivara em aplicar tais
técnicas no estudo de problemas de seu
cotidiano.

Ainda é importante destacar que a
aplicacdo da modelagem matemética no
processo ensino-aprendizagem pode tor-
nar as aulas de Céalculo Diferencial e Inte-
gral mais dindmicas, mais interessantes,
pois ndo nos limitaremos em somente co-
nhecer as técnicas de derivac®d e
integracdo. A modelagem matematica pode
proporcionar a oportunidade de aplicar a
teoria do célculo no entendimento de ques-
t6es do mundo real em sala de aula.

Podemos concluir que este trabalho
atingiu os objetivos propostos, reforcando
o potencial da Modelagem Matematica
para a integracdo entre a Matematica do
ambiente universitario e a investigacao de
problemas regionais. A escolha do tema da
modelagem foi fundamental para o des-
pertar do interesse do aluno pelo trabalho,
bem como para o acesso aos dados. Os alu-
nos demonstraram autonomia e persistén-
cia, assim como uma preocupacao em pro-
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ceder dentro das etapas da modelagem,
com especial enfoque para a validacéo.
Além disso, podemos concluir que os con-
tetdos especificos de Calculo Diferencial
e Integral utilizados no modelo foram ple-
namente compreendidos pelos alunos.
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