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RESUMO

Este artigo apresenta uma abordagem para o ensino de numeros irracionais que pode ser
utilizada nas séries finais do Ensino Fundamental, que evita a circularidade de definir o conjunto
dos numeros reais como a unido disjunta do conjunto dos numeros racionais e do conjunto dos
numeros irracionais, e justifica-la com a afirmacdo de que o conjunto dos nimeros irracionais ¢
o complemento, no conjunto dos nimeros reais, do conjunto dos niimeros racionais. Para tanto,
propomos o uso de uma defini¢do que enfatiza as quatro operagdes elementares. Ao par desta
defini¢do, oferecemos uma situagdo problema, envolvendo medidas e calculos iterativos, que
explicita a necessidade da consideracdo de numeros irracionais. Realizamos uma pesquisa de
natureza mista, tanto qualitativa quanto quantitativa, na qual analisamos atividades propostas
a alunos do 1° Ano do Ensino Médio, visando diagnosticar o conhecimento que apresentavam
acerca do conceito de irracionalidade. Os resultados apontam que os alunos ndo tém familiaridade
com numeros racionais, fragdes equivalentes, e sua distingdo em relagdo aos numeros irracionais.
Apontam também que a realizagdo de uma demonstragao por absurdo ¢ um raciocinio abstrato,
ao qual os estudantes ndo estdo acostumados ou desconhecem completamente, sugerindo que as
demonstracdes matematicas ndo sao apresentadas, em nenhum nivel de dificuldade, no Ensino
Médio.

Palavras-chave: Numeros Irracionais. Circularidade. Educagdo Basica.

Concerning the Self-referring on the Initial Studies of Irrational
Numbers: A proposal for Basic Education

ABSTRACT

This paper presents an approach to the teaching of irrational numbers that could be used
in the final grades of Elementary School, which avoids the self-reference when defining the set
of real number as the disjoint union of the sets of rational numbers and of irrational numbers,
and justifying it with the statement that the set of irrational numbers is the complement, in
the set of real numbers, of the set of rational numbers. To do this, we propose the use of a
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definition that emphasizes the four arithmetic operations. Besides this definition, we offer a
problem situation, involving measures and iterative calculations, which spells out the need
for consideration of irrational numbers. We conduct a qualitative and quantitative research,
in which we analyze a set of activities proposed to students at the first grade of high school,
in order to diagnose the knowledge they gathered on the concept of irrationality. The results
show that students are hardly familiar with rational numbers, equivalent fractions, and how
irrational numbers are distinguished from them. They also point out that writing a proof by
contradiction represents an abstract reasoning to which they are unaccustomed or completely
unaware, suggesting that mathematical proofs are not presented, whatever its difficulty level,
in high school.
Keywords: Irrational numbers. Self-reference. Basic Education.

INTRODUCAO

A respeito da compreensdo dos estudantes acerca dos nimeros reais, a literatura
traz alguns estudos realizados partindo-se da hipotese de que as principais dificuldades
de entendimento dos alunos estariam relacionadas a incomensurabilidade ¢ nao
enumerabilidade (ROBINET, 1986; FISCHBEIN; JEHIAM; COHEN, 1995). Estes
estudos se basearam na aplicagao de questionarios a alunos do equivalente aos anos finais
do Ensino Fundamental, do Ensino Médio e licenciandos em Matematica. Divergindo
da hipotese, os autores constataram e relataram erros na identificagdo e reconhecimento
de uma amostra de numeros reais.

Soares, Ferreira e Moreira (1999) reportam uma avalia¢do, também baseada em
uma bateria de questdes, das imagens conceituais sobre o conjunto dos nimeros reais
de alunos de licenciatura em Matematica. Constatado o grande percentual de erros
conceituais, pontuam

O contraste racionalidade versus irracionalidade parece ser percebido como pura
formalidade, na medida em que a distingao ¢ apenas na forma de representagao.
[...] Se ndo se compreende o sentido e a razdo de ser dos irracionais, ¢ dificil
superar as dificuldades na compreensdo de varios conceitos ligados a estrutura
dos reais. (SOARES; FERREIRA; MOREIRA, 1999, p.115)

Segundo os mesmos autores, “o estudo dos sistemas numéricos ¢ de fundamental
importancia na formag¢do do futuro professor” (op. cit., p.115), porém, ndo se pode
esquecer que na conceituagdo de irracionalidade comparece a ideia de limite. Como a
ideia de limite de uma série convergente seria “compreendida” ¢ um exemplo discutido
com profundidade em Sierpinska (1990). Cabe recortar, em particular, o ponto em que
a autora relata que, ao escrever a soma de uma série geométrica 9,9 + 0,099 + 0,00099
+... como solu¢do para a distancia percorrida por Aquiles, no contexto do paradoxo de
Zendo, os alunos ndo reconheceram o resultado como 10, mas apenas como tendendo
a 10 (SIERPINSKA, 1990).
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Nos Parametros Curriculares Nacionais (PCN), estabelece-se que

O importante ¢ que o aluno identifique o niimero irracional como um niimero de
infinitas casas decimais ndo-periodicas, identifique esse nimero com um ponto
nareta, situado entre dois racionais apropriados, reconhega que esse nimero nao
pode ser expresso por uma razao de inteiros; conhe¢a nimeros irracionais obtidos
por raizes quadradas e localize alguns na reta numérica. Esse trabalho inicial
com os irracionais tem por finalidade, sobretudo, proporcionar contraexemplos
para ampliar a compreensdo dos nimeros. (BRASIL, 1998, p.83)

Estendendo-se sobre toda a construgdo dos conjuntos numéricos, Moreira e David
(2005) apontam o distanciamento entre a Matematica Escolar e a Matematica Cientifica
ou Académica. A primeira refere-se ao conjunto de praticas, saberes e producdes
elaborados por aquele que sera professor de matematica, incluindo suas perspectivas
pedagogicas e didaticas sobre o ensinar e aprender matematica; a segunda, pensada
como o corpo cientifico da matematica, a matematica profissional, axiomatizada,
formal. Segundo estes autores, enquanto a Matematica Académica esta referenciada
com a “produgdo de resultados originais, de fronteira” (MOREIRA; DAVID, 2005,
p-21), a Matematica Escolar relaciona-se com pratica do professor de matematica da
escola basica e “desenvolve-se num contexto educativo” (2005, p.21).

Para Moreira e David, uma das principais diferengas entre estas matematicas
refere-se ao significado, extensdo e o papel das definigdes e demonstragdes matematicas;
o distanciamento exacerbado tem consequéncias negativas para a formagao do professor
com vistas a sua pratica escolar. Em consonancia com esta visio, no presente trabalho,
salienta-se a importancia de produzir definigdes acessiveis aos alunos, tanto na Educagdo
Basica quanto nos cursos de formagao de professores.

A questdo fundamental para a Matematica Escolar refere-se a aprendizagem,
portanto ao desenvolvimento de uma pratica pedagdgica, visando a compreensao
do fato, a construgio de justificativas que permitam ao aluno utiliza-lo de maneira
coerente e conveniente na sua vida escolar e extraescolar. (MOREIRA; DAVID,
2003, p.23)

Nos cursos de Licenciatura em Matematica a exposi¢ao a estrutura dos nimeros
reais segue livros que assumem conhecido o conjunto dos numeros racionais,
especialmente como classes de equivaléncia de pares ordenados de nimeros inteiros
(a,b), b # 0 (FIGUEIREDO, 1975). A ampliagdo para o conjunto dos niimeros reais
também segue padrdes formais. Moreira e David (2005) citam as defini¢des académicas
do conjunto dos numeros reais: cortes de Dedekind, classes de equivaléncia de
sequéncias de numeros racionais, ou classes de equivaléncia de intervalos encaixantes
com extremos racionais. Uma primeira hipdtese do presente trabalho é que, com base nas
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defini¢des formais apresentadas acima, ¢ dificil que o licenciando reconheca qualquer
numero irracional como “ntimero”.

[...] uma vez que a nog¢do do que seja numero vem sendo ampliada desde a
ideia basica de nimero natural, [...] “criar” os reais a partir do nada, ou seja,
postular a existéncia de um corpo ordenado completo e identificar o conjunto
dos niimeros reais com essa estrutura configura uma inversdo da rota que
entra em conflito com o processo que se desenvolve na escola. Além disso,
com essa abordagem elimina-se (ou encaminha-se de forma dissonante com
o tratamento escolar) a discussao a respeito de questdes importantes, entre as
quais, o proprio sentido da ampliagao de Q. (MOREIRA; DAVID, 2005, p.80,
grifos dos autores)

No que concerne a importancia de oferecer sentido para a necessidade da
ampliacdo do conjunto dos ntimeros racionais e caracterizagdao do conjunto dos
numeros reais, propde-se na Se¢do 2 uma situacdo problema em que um numero
irracional aparece como “solugdo”. Acreditamos que este sentido pode ser adquirido
jano Ensino Fundamental, consolidado no Ensino Médio, para deixar de ser mitificado
na licenciatura.

Acreflexdo que o presente estudo vem trazer é de que o esquema operacional, a que
os alunos da Educagdo Basica sdo expostos desde o estudo do conjunto dos numeros
naturais, passando pelos nimeros inteiros, até os nimeros racionais, ¢ esquecida na
extensdo para os nimeros reais, mas sua retomada seria benéfica como recurso didatico
— sem esquecer, mas, ao contrario, ressaltando, a importancia da consideragdo dos
varios significados dos numeros racionais (KIEREN, 1976, ONUCHIC; ALLEVATO,
2008).

Para além de reconhecer e avaliar as dificuldades do topico, do ponto de vista
didatico e conceitual, esta contribuigdo vai a diregao de oferecer sentido e subsidios aos
professores da Educagdo Basica em geral e Educadores Matematicos no que concerne
a passagem do conjunto dos niimeros racionais para o conjunto dos niimeros reais.
Nomeadamente, os subsidios consistem em uma proposta de defini¢do dos numeros
reais, € uma classe de problemas em que um nimero irracional pode ser abstraido a
partir de uma sequéncia de aproximagdes racionais.

Avaliamos ainda que, no contexto brasileiro, o tema conjuntos numéricos padece
de certas dificuldades extras, como se ilustra na Figura 1.
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FIGURA 1 — Fragmento de matéria.
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Fonte: Revista Nova Escola, out. 2014, p.60.

A figura contém o equivoco de representar nimeros reais que ndo seriam numeros
racionais, nem niimeros irracionais. Todavia, conceda-se que, mesmo em contextos outros
que ndo o brasileiro, um numero como: 0,123456789101112... ndo é reconhecido como
tal por um percentual importante dos estudantes (FISCHBEIN; JEHIAM; COHEN,
1995).

De fato, a representa¢ao decimal e o recurso das calculadoras podem gerar conflitos
com o reconhecimento de um nimero racional, como reportado numa atividade com
professores a quem foi pedido para estabelecer a qual conjunto numérico a fragio -
pertence (COSTA, 2008). Diante do mostrador da calculadora, ndo sendo reconhecida a
dizima periodica, como poderia o usudrio responder a uma questao de classifica¢cdo como
esta? Esta ¢ uma limitagdo inerente da representacdo decimal, porquanto — a menos que
se conheca o que estd subentendido nas reticéncias, que ¢ um processo infinito — jamais
se poderia afirmar tampouco que 1,414213562... ¢ um nimero irracional.

As demonstragdes, acessiveis a Educacgdo Basica, da irracionalidade de um nimero
real podem ser classificadas em geométricas, ou baseadas no Teorema Fundamental da
Aritmética. Estas se aplicam a+n, n € N que ndo seja um quadrado perfeito. Elas dependem
da compreensao do raciocinio por redugio ao absurdo.

A definicao de niimero irracional padece da circularidade de ja se supor conhecido
o conjunto dos numeros reais.

Defini¢ao 1: Um numero irracional é um nimero real que ndo pode ser colocado
na forma %, emquea, beZ,b=0.
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De fato, esta-se dizendo que 1= R\Q, ou seja, o conjunto dos niimeros irracionais
¢ o complemento, no conjunto dos niimeros reais, do conjunto dos nimeros racionais.
Mas quando se pergunta o que ¢ o conjunto dos numeros reais, diz-se que R=Q U II
Esta defini¢@o pode ainda ser encontrada em Silva (2014). Felizmente, ndo se encontra
mais nos livros aprovados no edital do Programa Nacional do Livro Didatico (PNLD)
(BRASIL, 2014), apesar de resistir na representacdo dos conjuntos numéricos em
diagramas de Venn.

Partindo do pressuposto de que o estudante reconheca a existéncia de um numero
irracional pode-se adotar uma abordagem ao conjunto dos nlimeros irracionais que evita
esta circularidade, e enfatiza o lado operacional ao qual os estudantes ja estdao habituados,
com a seguinte defini¢ao:

Defini¢ao 0: O conjunto dos niimeros reais, denotado por R, ¢ ordenado e contém
estritamente o conjunto dos numeros racionais Q. Além disto, as operagdes aritméticas em
R preservam as propriedades vistas em Q, ou seja, comutatividade para soma e produto,
associatividade para soma e produto, distributividade da soma em relagdo ao produto,
existéncia do oposto, ¢ existéncia do inverso multiplicativo.

Estamos cientes de que ambas as defini¢des ndo comportam corretamente a
cardinalidade do conjunto dos niimeros reais. Trata-se de uma definicdo com énfase
nas operagdes aritméticas, para manter aquela que o percurso do ensino dos conjuntos
numéricos, até o conjunto dos niimeros racionais, possui. Em face desta proposta de
defini¢do, lembramos o que Poincaré diz: “o que ¢ uma boa defini¢ao? Para o filésofo
ou o cientista ¢ uma que se aplica a todos os objetos a serem definidos, e somente a eles.
Mas em educagdo nio é isso; é uma que pode ser entendida pelos alunos” (POINCARE,
apud TALL, 1992).

Nos textos para o ensino de Matematica no Ensino Médio, aprovadas no PNLD,
pode-se verificar uma aproximagao a conceituagdo contida na definigdo proposta acima,
em que pese o fato de ndo ser usada a paragrafagdo formal, encontrada nos textos
universitarios. Poder-se-ia questionar se o que subsiste para o aluno seja a mensagem
contida no diagrama de Venn, quando perguntado sobre o que ¢ um niimero irracional. E de
se criticar a ligeireza com que 0s conjuntos numéricos sio tratados, ¢ as poucas operagdes
e problemas relacionados a ordem dos niimeros reais, nas obras recentemente aprovadas.
A criagdo de situagdes problema em que se dé um contexto significativo a diferengas entre
dois ntimeros irracionais proximos (como V2 ++/3 e V10 ) ainda esta fora das preocupagdes
dos autores (ver, por exemplo, SMOLE; DINIZ, 2013; SILVA, 2011).

Na Segdo 2, discutimos situagdes problemas que ensejam ao estudante a conceito
de aproximagdo e de processos infinitos, envolvendo a busca de raizes de equagodes
polinomiais por métodos numéricos. Na Sec¢do 3, reportamos resultados preliminares
avaliando o conhecimento de alunos do Ensino Médio e dos anos finais do Ensino
Fundamental acerca de nimeros irracionais. Nas considerac¢des finais, discutimos
perspectivas e uma questdo sobre o conhecimento de um grupo de licenciandos sobre
operagdes aritméticas com numeros irracionais.

324 Acta Scientiae, v.18, n.2, maio/ago. 2016



EQUACOES ALGEBRICAS E O METODO DO PONTO
FIXO

As equagdes de grau superior a dois podem ocorrer em problemas de volume, como
o enunciado abaixo ilustra, um problema (que consideramos) pratico ¢ interessante que, em
geral, os livros didaticos do Ensino Médio ndo abordam, por requerer a determinagao de
raizes de equagdes polinomiais de grau trés ou superior. Os livros que abordam equagdes
polinomiais de grau maior que dois as trazem com coeficientes cuidadosamente escolhidos
de modo que no maximo duas raizes sejam irracionais, no contexto da aplicagdo das
relagdes de Girard.

Adaptamos uma situac¢ao problema encontrada em Carneiro (1999), que resulta na
determinagdo da raiz positiva de uma equag@o de grau trés como modelo matematico a
ser resolvido.

Problema: “Imagine que seja necessario armazenar 3000 litros de agua em um
reservatorio que possui a forma de um prisma regular de base quadrada (com tampa)
(Figura 2). Admita que para a construcdo deste reservatorio dispde-se de 16m?* de certo
material. A questdo ¢ determinar as dimensoes do reservatorio, dado que a aresta da base
deve medir até 1m.” (CARNEIRO, 1999, p.31, adaptado).

FIGURA 2 — Reservatdrio do problema.

h

xr
Fonte: a pesquisa.

Sejam x ¢ & as medidas do lado da base e da altura do prisma, respectivamente,
assim podemos escrever o volume como V' =x?h ¢ a area total S = 2x> + 4xh.

Substituindo os dados do problema nas férmulas acima, e lembrando que 3000
litros equivalem a 3m?, tem-se: V' =x’h = x*h =3 ¢ §=2x> + 4xh = x* + 2xh = 8.
Multiplicando-se a equagdo da area total por x e substituindo em seguida a igualdade
obtida pela informagao sobre o volume,

X -8x+6

que ¢ uma equagao polinomial de grau 3. Procuramos uma solug@o positiva, mas
menor que 1, desta equagao.
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Admitimos que, estritamente do ponto de vista algébrico, a existéncia de solugdo
para esta equacao ndo seria questdo examinada com maior perplexidade pelos alunos do
que a existéncia de soluc¢@o para uma equagao quadratica. Entretanto, como metodologia
para a solu¢@o, ha alguns conceitos agregados que a formula fechada para a solucao de
equagdes quadraticas ndo demonstra com clareza: a nogao de aproximagao, 0 processo
iterativo (realizacdo finita de uma recursdo infinita) e até mesmo da continuidade.
Ademais, o método do ponto fixo vem proporcionar o uso de recursos tecnologicos,
recomendado pelos PCN, pois “[...] o que se propde hoje é que o ensino de Matematica
possa aproveitar a0 maximo os recursos tecnologicos” (BRASIL, 1998, p.46).

O método do ponto fixo, para fungdes reais, ¢ um método numérico iterativo usado
para determinar raizes de equagdes polinomiais ou transcendentes. Pode ser abordado
no contexto do estudo de fungdes. Para utilizar o método, o estudante devera fazer
manipulag¢des algébricas com equagdes, o que ¢ condizente com o nivel da Educagdo
Basica.

Seja ¢ : A — A uma fungdo. Um ponto a € A é chamado ponto fixo de ¢ se ¢p(a)=a.

O método do ponto fixo baseia-se em reescrever a equagdo f{x) = 0 fazendo uma
manipulac¢do algébrica, em uma equagdo equivalente x = @(x) que gera o seguinte
procedimento iterativo: dada uma aproximagdo x, para a raiz, faz-se x ,, = ¢(x )
para calcular uma nova aproximagdo, ¢ ¢ chamada fun¢do de itera¢do. Os recursos
tecnoldgicos que podem ser utilizados, como calculadora e softwares matematicos,
estdo disponiveis nas escolas publicas.

Uma fungdo de iteragdo, dada a equacdo /= f(x) =0 ¢ p(x) = 6+sz A sequéncia
gerada pelo método do ponto fixo pode ou ndo convergir. Diz-se que uma sequéncia ¢
convergente em A quando existe um ponto / € A tal que a distancia |x, - /| se aproxima
de zero tanto quanto se queira. A conclusdo sobre a convergéncia de uma sequéncia
devera ser, no entanto, baseada no critério de Cauchy, visto de maneira informal. Uma
sequéncia de Cauchy tem a propriedade de |x - x | se aproximar de zero, tanto quanto
se queira, para indices (no caso, iterados) suficientemente grandes.

Usando a aproximacdo inicial x, = 1, obtém-se os primeiros 9 iterados: 0,87500;
0,83374; 0,82244; 0,81954; 0,81880; 0,81862; 0,81857; 0,81856; 0,81856. Das
observagdes de um dos autores em disciplinas ofertadas para cursos de graduagio,
nunca ocorreu de um aluno duvidar de que esta sequéncia converge para um valor
aproximadamente igual a 0,81856. Este é o uso informal do critério de Cauchy, que
mencionamos acima. Para visualizar esta solug@o, pode-se ainda usar o software
Geogebra, ver Figura 3.

O problema nio se encerra na determinagao de uma solug@o aproximada para o
problema. No Geogebra, mostramos a solu¢do com 10 casas decimais. Varias questoes
podem ser formuladas:
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* A solugdo encontrada ¢ exata?
* Podemos obter uma fragdo ordinaria que represente o niimero 0,81856?!

* Asolugdo pode ser escrita como uma razao de inteiros?

Com estas questdes, pode-se conduzir ao problema de provar, também por redugao
ao absurdo, que a solugo exata do problema original ndo ¢ um numero racional.

FIGURA 3 — As intersecdes da reta com o grafico da fungéo de iteragao.
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Fonte: a pesquisa.

Ha aqui um interessante conflito de conceitos, que espelha a densidade dos racionais:
apesar de a raiz da funcdo f= f(x) ndo ser racional, o método produz uma aproximagao
racional. Esta aproximag¢o pode ser melhorada tanto quanto se queira, mas, em sendo
racional, sempre sera apenas uma aproximagdo. Por outro lado, haveria um sentido
pratico em se buscar a solugdo exata? Conclui-se, por meio desta dialética, que cada
namero irracional surge de uma abstragao. Cumpre lembrar, no entanto, que se preserva

'O quociente 2258/3125 ¢é a fragdo irredutivel correspondente ao nimero cuja representagdo decimal é
0,81856.
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a estrutura de ordem, e de corpo, mas estas propriedades vao requerer atividades de outra
natureza para serem expostas.

O método do ponto fixo permite ainda uma ligagdo com o método dos babilonios
para a determinag@o da raiz quadrada de um niimero. De fato, dado a € N, a fungdo de
iteracdo ¢(x) = 1/2(x + a/x) converge para Va.

NUMEROS IRRACIONAIS EM SALA DE AULA

Considerando que a compreensdo dos niimeros racionais, em suas diversas facetas
(KIEREN, 1976; BEHR et al., 1992; ONUCHIC; ALLEVATO, 2008; MOREIRA;
DAVID, 2005), apresenta diversas limitagdes, ¢ que nossa abordagem de ntimeros
irracionais envolve uma relagdo destes com os numeros racionais, entendidos como
aproximagoes, produzimos um conjunto de atividades para dimensionar quanto dos
objetivos que as reflexdes expostas até aqui poderia ser alcangado, veja também
(CARVALHO; MOSCA, 2014).

Para diagnosticar o conhecimento dos nossos alunos sobre niimeros racionais e
irracionais desenvolvemos uma sequéncia de atividades, constituida de quatro etapas.
O objetivo final é o de obter a demonstragdo formal da irracionalidade de um ntimero,
supondo que ndo seria comum uma demonstragdo por absurdo na Educacdo Basica.
Acreditamos que as questdes relativas a apresentacdo da demonstracdo formal de um certo
resultado em matematica sdo importantes ¢ devem ser introduzidas desde a Educagdo
Basica . Acreditamos que o estudante pode perceber que a Matematica ¢ um conjunto
bem organizado de resultados, ¢ que uma demonstragao ¢ a resposta a um ‘por qué’, o
que também traz aproximagdes, no nosso ponto de vista entre a Matematica Académica
e a Matematica Escolar, tais como referenciadas acima.

Participaram da atividade 23 alunos do 1° ano do Ensino Médio, de uma escola
publica de Londrina, Parana. Os alunos resolveram as atividades em grupos de 3 ou 2
estudantes. Para a elaborac¢do das atividades, mantivemos em mente a demonstragido
classica da irracionalidade de V2 (NIVEN, 1984, p.64), mas escolhemos outro niimero, a
saber v34, porque os livros didaticos trazem a afirmagio de que V2 é um nimero irracional
e ndo gostariamos que os alunos soubessem de antemdo que o niamero investigado era,
de fato, irracional.

As atividades foram aplicadas em nove aulas duplas, 90 minutos cada aula dupla,
durante os meses de agosto e setembro de 2014. As aulas ndo foram sequenciais porque
entre as aulas duplas havia aulas de apenas 45 minutos na grade de horarios do colégio.
Todas as aulas foram divididas em duas fases, durante 70 minutos iniciais os alunos
resolveram sozinhos os problemas, sem interferéncia dos professores que aplicavam as
questdes. Entao as folhas com as atividades eram recolhidas. Depois disto, as mesmas
questdes foram entregues e os exercicios resolvidos no quadro, de maneira dialogada
com os alunos.
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Os resultados que apresentamos a seguir sdo baseados nas folhas recolhidas ao final
dos 70 minutos, sem considerar a intervengdo dos professores. Primeiro apresentaremos
as atividades e depois as considera¢des sobre as mesmas.

Atividade 1: Numeros Racionais

a) Observe os nimeros a seguir:
4 3 1 12 15 15 24 1 5 3 9 75 3 13 3

8 8 2 24 21 21 64 5 7 6 8 105 24 26 15

b) Quais entre os numeros acima representam a quantidade % ?

c) Quais entre os nUmeros acima representam a quantidade 39

o

d) Quais entre os nUmeros acima representam a quantidade —=?

~

Existem quantidades diferentes representadas? Quais?

Sejam os nimeros p e ¢ pertencentes ao conjunto dos inteiros Z, com ¢ # 0 A fragao ordinaria % chama-se

irredutivel se p e ¢ ndo tém fatores comuns, isto &, p e g ndo sao divisiveis por um mesmo numero.

Dentre os nimeros fracionarios acima, quais sao irredutiveis?

Atividade 2: Diagonal de um retangulo

a) Considere o retangulo a seguir:

b) Se a altura desta figura é igual a 3cm e a largura ¢ igual a 5cm, qual a medida da diagonal da figura?
c) Escreva uma equagao matematica para obter a medida da diagonal.
d) O valor encontrado no item (b) satisfaz a equagéo acima? Explique sua resposta.

e) A que conjunto de nimeros pertence a medida da diagonal do retangulo do item (a)?

Atividade 3: Decimais finitas e infinitas
a) Com o uso da calculadora, encontre o valor de Y34 e anote. Em seguida, desligue a calculadora.
b) Esse numero pode ser escrito na forma de uma fragéo ordinaria. Se sim, qual?

c) Escreva o nimero obtido em (a) e com o uso da calculadora eleve-o ao quadrado. Compare a resposta
com 34. O que aconteceu?

d) Como vocé faria para ter certeza matematica de que a medida da diagonal do retdngulo € um nimero
racional, ou ndo?
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Atividade 4: Demonstragdo de que V34 é irracional

2
Suponha que V34 = L, com 2 irredutivel. Entdo 34 = :T e 34 ¢? = p. Segue que p é par, ou seja,

q q }
p = 2j. Substituindo na equagéo, 34 ¢* = 4;2. Dividindo ambos os membros por 2, concluimos que 17¢% = 22 e isto

finalmente implica que q também é par, contrariando o ponto de partida, quando assumimos 2 irredutivel.
q

Demonstre agora, modificando as passagens necessarias, que

a) V26 € numero irracional b) V19 & numero irracional

Um primeiro passo importante na demonstragao da irracionalidade de um ntimero,
considerando-se a classica demonstrag@o por absurdo, ¢ o conhecimento de que certas
fracdes ordindrias sdo irredutiveis. Assim, o primeiro conjunto de questdes, denominado
‘Atividade 1: Atividade sobre Numeros Racionais’ tratava de reconhecer fragdes
equivalentes e fragdes irredutiveis. Acreditivamos que esta atividade seria resolvida
de maneira rapida e sem maiores problemas, mas ndo foi o que aconteceu. Os alunos
tiveram grande dificuldade para reconhecer a equivaléncias entre as fra¢des, fato que nos
surpreendeu, porque este topico ja ¢ discutido desde o 7° ano e aparece corriqueiramente
nos problemas elementares, por exemplo, quando simplificamos o resultado obtido num
calculo qualquer. A regra fundamental, de que o produto dos extremos ¢ igual ao produto
dos meios, para caracterizar fragdes equivalentes, ndo foi sequer lembrada por eles.
Apenas consideravam equivalentes fragdes apos a divisao do numerador e denominador
por um mesmo numero. As respostas dos alunos a atividade 1 sugere que, embora a
apresentacao de fragdes ordindrias ocorra ja nos primeiros anos do Ensino Fundamental
e que o estudo sobre o conjunto dos niimeros racionais seja retomado de maneira mais
sistematica durante o 7° ano, onde as questdes operacionais sdo mais enfatizadas, houve
muita dificuldade para os estudantes resolverem as questdes. Desta amostra, 27% dos
estudantes nao responderam a nenhum item, deixando a folha de respostas em branco;
39% dos estudantes completaram satisfatoriamente a folha de respostas, relembrando o
critério da “multiplicagdo em cruz” para determinar a equivaléncias entre duas fragdes
ordinarias, sem contudo, nomear o critério que estava sendo utilizado (faziam a conta de
maneira “automatica”). Os demais 34% responderam parcialmente aos itens, sem muita
compreensdo do que faziam e de como faziam. Como os enunciados usam os numeros
fracionarios, como denominador ¢ numerador inteiros, sem contextualiza¢do, pode ter sido
um complicador referir-se a eles como quantidades (MOREIRA; FERREIRA, 2008).

O segundo conjunto de questdes, Atividade 2: Diagonal de um retangulo, tinha
como objetivo apresentar um nimero irracional, V34. Para obtermos este niimero, era
necessario resolver a equacao obtida em (c), utilizando o Teorema de Pitagoras, assunto
que ¢ abordado no 9° ano. Nesta segunda atividade, gostariamos que os alunos chegassem a
obter amedida da diagonal do retingulo, que neste caso era v34. Apenas 3 (0 que representa
13%) dos alunos conseguiram se lembrar corretamente do Teorema de Pitagoras (embora
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o item (b) sugerisse a lembranga do mesmo, ja que os alunos poderiam ter percebido
que a figura chamava-se “retangulo” porque tem os quatro angulos retos). Alguns alunos
de um grupo ao lado dos que estavam utilizando o teorema ouviram o nome “teorema
de Pitagoras” e tentaram utilizar o celular (o que ndo era permitido pelo colégio) para
buscar na internet o enunciado do mesmo, para resolver o exercicio. Houve uma dupla
frustracdo: a internet ndo funcionava corretamente e nao conseguiam ver relacao entre
o enunciado do teorema e o problema proposto. A ultima questdo da atividade permite
que observem que o niimero V34 ndo ¢ racional, introduzindo, assim, o conhecimento
da existéncia de nimeros irracionais. Para os nossos propdsitos, de introduzir o conjunto
dos reais como por meio da gera¢do de nimeros por meio das operagdes elementares, ¢
fundamental que esta existéncia estivesse assegurada anteriormente.

Atividade 3: Decimais finitas e infinitas, por sua vez, apresenta uma sequéncia
de perguntas com as quais pretendiamos apontar aos alunos que a calculadora realiza
sempre aproximagoes. Como a calculadora tem um conjunto finito de digitos que podem
ser mostrados, ha diferenga entre o quadrado do nimero anotado em (a) e o niimero 34.
Além disto, a representagdo decimal infinita ndo periddica, que caracteriza os nimeros
irracionais e ¢ apresentada em alguns livros didaticos como defini¢o de irracionalidade,
ndo poderia ser obtida, como discutimos anteriormente. Esta atividade foi realizada com
grande nimero de acertos, os alunos conseguiram seguir os passos sugeridos e responder
as perguntas, exceto o item (d), como esperavamos, ja que a “certeza matematica”
dependeria da demonstragao formal (que eles desconheciam). Para além da necessidade
da demonstracdo formal para, de fato, decidir a questdo, houve a discussdo do que seria
estanecessidade. Lembrando a citagdo de Poincaré mencionada anteriormente, o sentido
e anecessidade de uma demonstragio formal no contexto da Educac@o Bésica sao topicos
muito pouco trabalhados nas salas de aula.

A tltima atividade, Atividade 4: Demonstracio de que \34 é irracional,
apresentou a demonstragdo da irracionalidade de um numero, de maneira classica.
Mesmo avaliando que a reprodugao “pura e simples” de uma demonstracdo nao atesta
que os alunos compreenderam os procedimentos utilizados, solicitamos que refizessem
0s argumentos, com os niimeros V26 ¢ V19, para analisar se haviam entendido os passos
da demonstrag¢@o. Apenas 3 alunos reproduziram a atividade, todos os outros deixaram a
folha de respostas em branco. Entendemos que os alunos que participaram da atividade
nao conseguiram perceber sentido no que estavamos solicitando. Além disso, também nao
compreenderam o encadeamento logico apresentado na demonstragdo, sendo incapazes
de realizar a reproducdo dos passos com as adaptagdes necessarias para a realizagdo das
propostas posteriores.

Em resumo, estas etapas deveriam ser rediscutidas em salas de aula do Ensino
Meédio ou 9° ano, para se ter uma perspectiva mais positiva.

Para balizar a compreensdo do conceito de nimeros irracionais em um grupo
de potenciais futuros professores, perguntamos a um grupo de 20 licenciandos em
Matematica: “Como vocé faria para ordenar os numeros “y2 ++/3 e+6 ~ ? A questdo
procura ir além do reconhecimento de um niimero irracional igual a raiz quadrada de um
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numero que ndo € um quadrado perfeito, problema que pode ser encaminhado de forma
geométrica como vimos acima, encaminhando a questdo das operagdes aritméticas e
da ordem nos numeros irracionais. As respostas variaram entre o uso das aproximagdes
com uma ou mais casas decimais, o uso da algebra (elevando-se ao quadrado os niimeros
e comparando os resultados), e finalmente uma constru¢do geométrica — em ordem
decrescente de frequéncia. A maioria dos estudantes se absteve de responder, o que
interpretamos pela razao de esta ndo ser uma questdo tradicional — a comparacao entre
numeros especificos — nos livros didaticos tanto da Educagdo Bésica quanto do Ensino
Superior.

FIGURA 4 — Exemplo de Resolugéo.

TE e 4T

TE =13, I

Fnenrogae
JR Vv >N =T .
A<D =3 =2

et e
SR AIF> D

Fonte: a pesquisa.

Na figura acima, mostramos um exemplo de resposta, em que se nota que nem todas
as desigualdades estdo justificadas. (Explicitamente: por que V2 ++3 > 3? Teria sido
usada a calculadora, ou alguma aproximagao conhecida?)

Acreditamos que as propriedades de ordem e de corpo dos nlimeros reais merecem
maior énfase em situagdes-problemas, o que nos remete a futuras pesquisas.

CONSIDERACOES FINAIS

Neste artigo discutimos um tema que consideramos importante na Matematica da
Educacdo Basica, qual seja a problematica relacionada a defini¢ao (e conceituagdo) do
conjunto dos niimeros reais. Apontamos a circularidade envolvida na conceituagao de
numero real: quando se indica que o conjunto dos niimeros irracionais ¢ o complemento
no conjunto dos reais do conjunto dos nlimeros racionais e apresenta-se o conjunto dos
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reais como sendo a unido dos conjuntos dos niimeros irracionais e dos nlimeros racionais.
Esta circularidade tem sido felizmente evitada nos livros didaticos mais recentemente
publicados pelos editais do Programa Nacional do Livro Didatico, entretanto ainda persiste
em algumas referéncias (SILVA, 2014). Para evitar esta circularidade, apresentamos um
caminho mais natural, no sentido de reforcar a extensao das operacdes aritméticas, como
¢ feito ao se introduzir o conjunto dos numeros inteiros, ¢ dos numeros racionais.

Discutimos a possibilidade de utilizar métodos numéricos para introduzir um nimero
irracional, oriundo de um problema que avaliamos como possivel de ser implementado na
Educacdo Basica, uma vez que os conceitos necessarios para a obtencdo da solugdo sdo
conhecidos e fazem parte da grade curricular do Ensino Médio. A ideia de aproximagao
tem sua importancia destacada em situagdes como esta. Acreditamos que estes assuntos,
seguindo a apresentagdo que fizemos, podem permitir um tratamento apropriado do topico
de ntimeros irracionais no Ensino Médio.

Um levantamento quantitativo e qualitativo sobre o conhecimento de alunos do
Ensino Médio sobre a irracionalidade de V34 mostrou-nos que existem problemas também
na aprendizagem dos ntimeros racionais. Houve uma percentagem baixa de acertos para
questdes que considerariamos que os alunos nao teriam dificuldade em resolver (estando
no 1°ano do Ensino Médio) como as relacionadas a equivaléncia entre fra¢cdes ordinarias
(estudadas desde o 7° ano do Ensino Fundamental). Também esperavamos que os alunos
relembrassem e aplicassem corretamente o Teorema de Pitdgoras, por sua importancia
em tantas questdes presentes na matematica cotidiana. Aparentemente, a compreensao
de uma demonstracdo formal e seu papel no &mbito da matematica escolar também ficou
aquém da expectativa.

Acreditamos que tais atividades representam uma preocupacdo que tem, entre seus
objetivos, diminuir a distancia entre as defini¢des académicas para os nimeros reais ¢
o trabalho escolar.
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