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RESUMO

O presente trabalho mostra que a estatistica suficiente natural T da familia exponencial
uniparametrica {P ,/ 6 € ©}, sobre determinadas condigbes, é um estimador nao viciado de minima
varidncia de E(T)= ¥(6). Reciprocamente se T* & um estimador ndo viciado de ¥(6)e atinge a cota
inferior da desigualdade da informagéao, entao T* é a estatistica suficiente natural de uma familia
exponencial.

Palavras-chave: estimadores e familia exponencial.

ABSTRACT

This paper shows a natural sufficient statistic of the exponential uniparametric family, like a
unbiesed minimu variance estimator, under conditions of regularity. Conversely if T* is a unbiased
estimator and it don't achieves the lower bound of the information inequality, than T* is a natural
sufficient statistic of the exponential family.
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variancia da estatistica suficiente natural
da familia exponencial uniparamétrica
atinge a cota inferior da desigualdade da

1 Introducgao

Estatisticas sdo wusadas como

estimadores de algum modelo paramétrico
na necessidade de realizar alguma previ-
sao de algum fenomeno em estudo, estes
estimadores devem possuir algumas pro-
priedades importantes tais como ser nao
tendenciosas e ser de variancia minima. O
presente artigo mostra, que, quando a

informacao, entao T é um estimador nao
viciado de minima varidncia para
E,(T(X)). Reciprocamente se T* é algum
estimador nao viciado de ¥(0) que atinge
a cota inferior da desigualdade da infor-
macgao entdo T* é estatisticamente sufici-
ente natural de uma familia exponencial.
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2 Preliminares

O resultado principal deste trabalho
esta centrado no teorema (2.2) e para sua
demonstracdo serdo utilizados seguintes
resultados:

I- Sejam X1 e X2 duas variaveis alea-
térias definidas num mesmo espaco de

probabilidades (2, F, P). Entao

Cov(X,, X5) < \/I ar(Xy)Var(Xs) (1.1)

e a igualdade se verifica se e somente
se X1 ou X2 € constante ou

Cov( Xy, X3)

X, - EX
‘ ‘ Var(X,)

':-Yz E[XQ}J- (12)

II- Para = = (xy,...,2,) € R", p(x,0)
denota a func¢ao densidade do vetor alea-
tério X= (X, ...,X ). Seja T* um estimador
nao viciado para ¥(0). Entdo verifica-se que

/ plz,@)dr =1

(S

E(T* (X)) / T (x)p(x, 0)dr = U (8).

Assuma-se que a familia de distribui-
¢oes {P,/ 0 € O} satisfaz as hipéteses de
regularidade seguintes:

1. O conjunto A = {z/p(x,0) > 0}

ndo depende de 0. Para todo x €A, e todo
0 € 0. 5 np(x.0) existe e é finito.

2. Se T é qualquer estatistica tal que
E, | T ’ < 00 para todo, 0 € 0, entdo as ope-
ragoes de integracdo e diferenciacio em re-
lacdo a 6 podem ser trocadas em

12, T(X)p(x,0)dx, isto é,

dI([ ’ B
a0 T(x)p ¢ T(x)—plx, 0)d:
o (/ I'(x)p(x,0) f.f) / 1 .'Ir_m:[ L (13)

sempre que o lado direito de (1.3) seja
finito.

II1- Se a familia {P,/ 6 € ®} satisfaz a
primeira condic¢ao de regularidade entio
o numero de informacao de Fisher I(q) é
definido por.
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d ? a
1(0)=F (@lup(,\'.n‘?)) = Var (@ 111;:(_4\'.9]) (14)

3 A desigualdade da
Informagao e a Familia
Exponencial

A seguir enuncia-se, sem prova, o
teorema chamado desigualdade da infor-
macao que sera utilizado na demonstragao
do teorema (2.2) abaixo.

Teorema 2.1 (Desigualdade da infor-
macao) Seja T(X) qualquer estatistica tal que
Varg(T(X)) < oo para todo 0 € ©. De-
note E (T(X)) por ¥(0). Suponha que a fa-
milia {P, /0 € ®} satisfaz as condi¢oes de
regularidade e que ) < I(0) < 00. Entio,
para todo 0 € ©, '¥Y(0) é diferenciavel e

[tI;'((}}]f

Vare(T(X)) 2

Teorema 2.2 Suponha que a familia
{P,/ 0 € O} satisfaz as condicbes de regu-
laridade e que existe um estimador nao vi-
ciado T* de ¥(0) cuja variancia alcanca a
cota inferior da desigualdade de Cramér-
Rao, para todo 6 € O (ver equagao2.1).
Entao, {P,/ 6 € ©} é uma familia
exponencial uniparamétrica com fungao
de densidade ou massa de probabilidade
da forma

plx, 0) {e .r‘p-_r'{l")}'f"(.r'l }

d(0) + S(x)]} La(x). (2_2)

Reciprocamente, se {P,/0 € ®} éuma
familia exponencial uniparamétrica e c(0)
possui derivada continua diferente de zero

sobre ®, 'ary(7'(.\')) entdo atinge a cota

inferior da desigualdade da informagao e
T(X) é um estimador nio viciado unifor-
memente de minima varidncia de W(0) =
E,(T(X)).
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Demonstracao - Provar-se 4 primeira
sentenca, a condi¢ao necessaria. Das hip6-
teses de regularidade segue-se que

J

td
ﬁf plz, 0)dz / l;;—opl[.-t:, 0)dx (2.3)

€

{m/ T*(x)p(x, §)dx [T mp() #)dx m’(a).(2_4)

Multiplicando e dividindo o integran-
do das equacoes (2.3) e (2.4) por p(x, 0) e
usando ainda o fato que

1 8 a
mﬁp{r,ﬂ) = @hlp[.f‘ﬂ)
segue-se que )
E (%mp(}g a}) -0 (2.5)
V(e)=E (T*(X)%lup(‘\'.ﬁ')) . (2.6)

Por outro lado

C’m:(%lnp(.\': #).T*(X)) =E(T* (“}W np(\ )
—E(T*(X))E(3 a7 Inp(X, 8))
_E(T {\})—Jfj Inp(X,6))

~ v 2.7)
Por hipotese 70

Var(T*(X)) = [ I{(H))l L
ousaa Var(T*(X))1(8) = [¥'(0)]". (2.8)

Substituindo o resultado (2.8) na
equagido (2.7) e usando-se a defini¢ao (1.4)
tem-se que

C'ou(% Inp(X,0), T*(X)) \/l’m'(T‘ (X)) 'm(% Inp(X,6)).

Aplicando agora a equacdo (1.2) as
Inp(X,0) e T*(X)

funcoes

varidveis aleatérias =

segue-se  que  existem

ai(f) e az(0) tais que

% Inp(X.,0) =a ()T (X) + as(#)
é

com P -probabilidade 1, para cada 6
€ 0. Ou seja, P,{XeA}= 1 para todo 6,
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onde

] I
A= {-J'_.-"’_rl—H]Tlp[.r.Fl'l = (#)T(X) + as(8), para todo 8 € B},
i

Logo, integrando esta ultima expres-
sdao em relagio a 0 tem-se (2.2) com

= [ay(0)df e d(#) = [ a,(0)d0.

Reciprocamente, dado que {P,} é uma
familia exponencial uniparamétrica, entao
plx.8) = {exple(0)T(x) + d(0) + S(z)]}H alx).

Desta expressao segue-se que

d

=5 ol 0) = ¢ (0)T(x) +d ().

Aplicando-se esperanga a igualdade
2.9 e sabendo-se que vale a expressao (2.5)
e que c'(0) = 0 tem-se

(2.9)

W(0) = B(T(X)) = —%

Aplicando-se variancia a igualdade (2.9)
e lembrando-se a defini¢io (1.4) tem-se

1(6)
[ (0)]*

Como por hipétese

(2.10)

Var(T(X)) = (2.11)

Var(T(X)) = [Py (8]

T entao o teorema

ficara demonstrado provando-se que
I106) _ [W(0)
[ (&) 1(6)

ou seja,

Ora, das relacoes (2.6), (2.9) e (2.10)
segue-se que

¢ (0)7 (0)

E[(T(X))*] = TOE

(2.12)

agora, substituindo as relagoes (2.10),
(2.11) e (2.12) na conhecida férmula da
variancia

Var(T) = E(T*) — [E(T)]?
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obtém-se 1(8) = c'(0)¥>3(0) e isto com-
pleta a prova.
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