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RESUMEN

Esta investigacion presenta un estudio cuyo objetivo es identificar aspectos que apoyan el
desarrollo de la mirada profesional en estudiantes para profesores de matematicas en un contexto
b-learning. Analizamos las producciones de un grupo de estudiantes para profesores de matematicas
de educacion secundaria (documentos escritos y participaciones en un debate on-line) cuando
analizaban el razonamiento proporcional de estudiantes de educacion secundaria. Los resultados
indican que la interaccion en el debate en linea permitié a algunos estudiantes para profesor mejorar
su capacidad de identificar e interpretar aspectos relevantes del pensamiento matematico de los
estudiantes de educacion secundaria. Estos resultados indican que el desarrollo de “una mirada
profesional” del profesor es un proceso complicado pero que la posibilidad de construir un discurso
progresivo en linea es un factor importante para su desarrollo.

Palabras clave: Observar con sentido. Razonamiento proporcional. Formacion de profesores.
Interaccion en linea. b-learning.

Characteristics of the development of professional vision from
mathematics teacher students in b-learning context

ABSTRACT

The focus of this research is to identify aspects that support pre-service mathematics
teachers professional noticing in a b-learning context. We analyzed pre-service secondary school
mathematics teachers’ productions (written reports and participations in an on-line debate) when
they analyzed the secondary students’ proportional reasoning. Results show that interactions in
the on-line debate improve some pre-service mathematics teachers’ ability to identify and interpret
important aspects of secondary school students’ mathematical thinking. These results also show that
the development of pre-service mathematics teachers’ professional noticing is a complex process.
However, the possibility to build a progressive discourse in an on-line debate is a relevant aspect
to the development of the professional noticing.

Keywords: Professional noticing. Proportional reasoning. Pre-service mathematics teacher
education. On-line interaction. b-learning.
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“MIRAR CON SENTIDO” COMO UN ASPECTO DE
LA COMPETENCIA DOCENTE DEL PROFESOR DE
MATEMATICAS

Recientemente las investigaciones sobre el desarrollo profesional del profesor
de matematicas subrayan la importancia de la competencia docente denominada
“mirar con sentido” el pensamiento matematico de los estudiantes (JACOBS;
FRANKE; CARPENTER; LEVI; BATTEY, 2007; JACOBS; LAMB; PHILLIPP,
2010; KERSTING; GIVVIN; SOTELO; STIGLER, 2010; LEVIN; HAMMER;
COFFEY, 2009) y los procesos de ensefianza y aprendizaje de las matematicas
(ALSAWAIE; ALGHAZO, 2010; LIN, 2005; LLINARES; VALLS, 2010; VAN
ES; SHERIN, 2002). La competencia docente “mirar con sentido” (MASON, 2002)
permite al profesor de matematicas ver las situaciones de enseflanza-aprendizaje de
las matematicas de una manera profesional que lo diferencia de la manera de mirar
de alguien que no es profesor de matematicas. Van Es y Sherin (2002) caracterizan
la competencia docente “mirar con sentido” considerando tres destrezas: identificar
los aspectos relevantes de la situacion de ensefianza; usar el conocimiento sobre el
contexto para razonar sobre las interacciones en el aula, y realizar conexiones entre
sucesos especificos del aula y principios e ideas méas generales sobre la ensefianza-
aprendizaje. Por otra parte, Jacobs et al. (2010) conceptualizan esta competencia como
un conjunto de tres destrezas interrelacionadas: identificar las estrategias usadas por
los estudiantes, interpretar la comprension puesta de manifiesto por los estudiantes
y decidir como responder (decisiones de accion) teniendo en cuenta la comprension
de los estudiantes.

Las investigaciones en este ambito pretenden determinar en qué medida
los profesores tienen en cuenta el pensamiento matematico de los estudiantes en
su interpretacion de las situaciones de ensefianza de las matematicas (PRIETO;
VALLS, 2010). En este contexto, un dominio particular de interés se centra en
caracterizar la competencia docente “mirar con sentido” el pensamiento matematico
de los estudiantes en dominios especificos. Uno de estos dominios lo constituye
el pensamiento matematico de los estudiantes sobre la relacion entre la aritmética
y el algebra y la relacion entre el pensamiento aditivo y multiplicativo (HAREL;
CONFREY, 1994) que integran nuevos significados como la idea de covariacion entre
cantidades en el contexto especifico del desarrollo del razonamiento proporcional
(DE BOCK; VAN DOOREN; JANSSENS; VERSCHAFFEL, 2007; FERNANDEZ;
LLINARES, 2011; FERNANDEZ; LLINARES; VALLS, 2008; MODESTOU;
GAGATSIS, 2007).
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“MIRANDO CON SENTIDO” EL PENSAMIENTO
MATEMATICO DE LOS ESTUDIANTES SOBRE LA
RAZON Y PROPORCION

Durante los tltimos aflos los investigadores en Didactica de la Matematica han
aportado conocimiento relevante sobre el pensamiento matematico de los estudiantes
y sobre las caracteristicas del desarrollo del razonamiento proporcional. Los resultados
de estas investigaciones han puesto de manifiesto diferentes caracteristicas de las
estrategias utilizadas por los estudiantes para resolver problemas de proporcionalidad
(MISAILIDOU; WILLIAMS, 2003; TOURNIAIRE; PULOS, 1985). Por ejemplo, ante
el problema “En una fruteria 5 kilos de patatas cuestan 2 €. Si quieres comprar 8 kilos,
¢Cuanto tendras que pagar?”, algunas de las estrategias que los estudiantes pueden
utilizar para resolverlo son:

=  Enfoque funcional. Uso de la razon externa, el uso de la relacion 2€ es a 5
kg, por tanto, 8 kilos de patatas costaran 8 x 2/5.

= Enfoque escalar. Uso de la razon interna. En este caso, el uso de la relacion
8 es a 5, por tanto, 8 kilos de patatas costaran 2 x 8/5.

= Reduccion a launidad (caso particular del enfoque funcional). Los estudiantes
buscan la razon unitaria. En el problema anterior, un kilo de patatas cuesta
0.4 €/kg (la constante de proporcionalidad).

= Enfoque constructivo. Uso de la propiedad f(a + b) =f(a) +f(b). En el problema
anterior, si 5 kg. valen 2 €, 3 kg. valen 1°2 € (obteniendo el precio de 1 Kg
que es 0.4€) y por tanto Skg.+3kg. valen 2€+1°2€.

Los estudiantes también pueden emplear el algoritmo de la regla de tres, pero
el uso de este algoritmo puede estar fundamentado mas en lo procedimental que en lo
conceptual.

Ademas investigaciones recientes han mostrado que algunos estudiantes utilizan la
proporcionalidad en situaciones no adecuadas poniendo de manifiesto que no son capaces
de discriminar las situaciones proporcionales de las no proporcionales (FERNANDEZ;
LLINARES, 2011; MODESTOU; GAGATSIS, 2010; VAN DOOREN; DE BOCK;
HESSELS; JANSSENS; VERSCHAFFEL, 2005).

En este contexto y debido a la importancia que tiene que el profesor apoye
sus interpretaciones de las situaciones de enseflanza y sus decisiones de accion en
su conocimiento del pensamiento matematico de los estudiantes, el desarrollo de la
competencia “mirar con sentido” el pensamiento matematico de los estudiantes es un
aspecto clave en el proceso de llegar a ser un profesor de matematicas. Asi, aprender a
dotar de sentido la manera en la que los estudiantes de educacion secundaria resuelven
los problemas proporcionales y no proporcionales puede llegar a capacitar al profesor
para poder tomar mejores decisiones en la ensefianza. En este contexto, un aspecto

Acta Scientiae, v.13, n.1, jan./jun. 2011 11



especializado de la competencia docente “mirar con sentido” el pensamiento matematico
de los estudiantes se pone de manifiesto cuando los profesores deben responder a los
procedimientos escritos de los estudiantes. Por ejemplo, cuando interpretan las respuestas
escritas de los estudiantes a los problemas proporcionales y no proporcionales en relacion
al desarrollo del razonamiento proporcional.

EL DESARROLLO DE LACOMPETENCIADOCENTE
“MIRAR CON SENTIDO” DEL PROFESOR DE
MATEMATICAS

La conceptualizacion de la competencia docente “mirar con sentido” como
identificar, interpretar y tomar decisiones de accion en la enseflanza ha permitido
realizar investigaciones que apoyan la hipotesis de que bajo ciertas condiciones esta
competencia puede ser aprendida. La manera en la que las tres destrezas interrelacionadas
que conforman esta competencia (identificar, interpretar y tomar decisiones de accion)
se configura en el proceso de aprendizaje de los estudiantes para profesor puede aportar
informacion sobre el proceso de llegar a ser un profesor de matematicas (PENALVA;
REY; LLINARES, 2011; PRIETO; VALLS, 2010). Las investigaciones previas realizadas
en contextos de formacion de profesores (ALSAWAIE; ALGHAZO, 2010; LLINARES;
VALLS, 2010; SANTAGATA; ZANNONI; STIGLER, 2007) indican que

= lascaracteristicas de las tareas presentadas y la naturaleza de las interacciones
entre los estudiantes para profesor determinan los focos de atencion sobre la
ensefianza de las matematicas,

= Josdiferentes topicos sobre los que se centra la atencion condicionan la manera
en la que los estudiantes para profesor interpretan los hechos (es decir, la
forma en que vinculan las evidencias a las ideas teoricas), y

= ¢l desarrollo de un discurso profesional se vincula al papel de referentes
desempenado por la informacion teorica relativa a Didactica de la Matematica
(“scalfodding”).

Desde estos resultados, y para caracterizar el desarrollo de la competencia docente
“mirar con sentido”, una cuestion importante que se plantea es la relacion entre la
interaccion de los estudiantes para profesor y el desarrollo de esta competencia docente. En
particular, considerando la interaccion mediada por la tecnologia en un contexto b-learning
en el que las actividades presenciales se mezclan con las actividades en linea.

Ademas, en un contexto b-learning otra cuestion importante hace referencia a como
caracterizar los procesos de construccion colaborativa del conocimiento que ocurren en
discusiones asincronicas tales como los debates virtuales entre estudiantes para profesor
(SCHRIRE, 2006; STRIJBOS; MARTENS; PRINS; JOCHEMS, 2006, WEINBERGER;
FISHER, 2006). En este contexto, las caracteristicas del proceso argumentativo de los
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estudiantes para profesores se relaciona con otras dimensiones que definen la calidad
del discurso generado como son la forma de participar y el contenido del discurso
(ANDRIESSEN; ERKENS; VAN DE LAANK; COIRIER, 2003; SUTHERS; DWYER,;
MEDINA; VATRAPU, 2010). En estos momentos es un desafio para las investigaciones
educativas desarrollar aproximaciones que permitan ir mas alla de la descripcion de estas
situaciones e intentar proporcionar una explicacion de los procesos de desarrollo de la
competencia docente “mirar con sentido” (o ausencia de desarrollo) generados en dichos
contextos (SCHIRE, 2006).

Desde un punto de vista conceptual, Wells (2002) indica que es en la interaccion
donde se puede producir progreso en el sentido de que, compartir, cuestionar y revisar
opiniones puede conducir a una nueva comprension de todos los que participan. Una
caracteristica adicional a esta hipétesis, esencial para que el discurso sea progresivo,
es que el contenido del discurso sea considerado un “artefacto del conocimiento”
sobre el que los participantes trabajan colaborativamente para mejorar (SUTHERS et
al., 2010). Esta hipotesis sobre el discurso y construccion del conocimiento plantea
cuestiones en investigacion en Educacion Matematica que deben ser exploradas. En
particular, qué formas debe tomar el discurso para considerarlo vinculado al desarrollo
de la competencia docente “mirar con sentido” y qué tipo de condiciones permiten que
esto ocurra de esta manera.

Desde las perspectivas sociales del aprendizaje se asume que pensamiento y
discurso se consideran dos aspectos inseparables de un mismo fenémeno, por lo que
las aportaciones en los espacios de interaccion social son consideradas indicativas de la
forma de aprender (ANDRIESSEN et al., 2003; PONTE; OLIVEIRA; VARANDAS;
OLIVEIRA; FONSECA, 2007; PENALVA et al., 2011). Los resultados de las
investigaciones previas indican que la colaboracion discursiva entre los profesores en
este tipo de entornos de aprendizaje parece fomentar la construccion del conocimiento de
Didactica de la Matematica que es pertinente para la resolucion de las tareas de planificar
la ensefianza e interpretar las producciones matematicas de los estudiantes. En particular,
la estructura de los entornos de aprendizaje parece influir en la manera en la que los
estudiantes para profesor interaccionan entre ellos en un intento de ampliar y transformar
su comprension de la ensefianza de las matematicas. En este sentido, las interacciones
parecen potenciarse cuando existe un foco de interés compartido lo que les permite llegar
a compartir un cierto nivel de comprension de la situacion (LLINARES; VALLS, 2009,
2010; PRIETO; VALLS, 2010). Sin embargo estos planteamientos tedricos deben validarse
empiricamente cuando consideramos tdpicos especificos del conocimiento profesional
de profesor como puede ser el conocimiento sobre la relacion entre el pensamiento
aditivo y el multiplicativo que se genera en el desarrollo del razonamiento proporcional
en estudiantes de educacion secundaria.
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LAS CUESTIONES DE INVESTIGACION

Planteamos las siguientes preguntas de investigacion:

= /En qué medida los estudiantes para profesor de matematicas identifican e
interpretan los aspectos relevantes del pensamiento matematico de estudiantes
de educacion secundaria?

=/ Como la interaccion en linea apoya el desarrollo de la competencia docente
“mirar con sentido”?

METODO
Participantes y contexto

Los participantes del estudio han sido un grupo de 7 estudiantes para profesor
de matematicas de Educacion Secundaria que participaban en un programa de post-
graduacion que capacita para la ensefianza de las matematicas en la educacion secundaria
(12-18 afios). Este programa ofrece una formacion pedagogica, psicoldgica, y de didactica
de las matematicas con un periodo de practicas de ensefianza en los centros de educacion
secundaria. Este programa de formacion tiene una duracion de un afio (60 créditos,
European Credits Transfer System). La parte especifica de didactica de las matematicas
es el 50% (30 ECTS) y estd organizada en tres modulos referentes a la ensefianza de
las matematicas, al aprendizaje de las matematicas, y a la resolucion de problemas. La
investigacion que describimos en este trabajo forma parte de una experiencia desarrollada
en el moédulo Aprendizaje de las matematicas en Educacion Secundaria. Este modulo
tiene como objetivo que los estudiantes para profesor aprendan a identificar e interpretar
las caracteristicas del pensamiento matematico de los estudiantes de educacion secundaria.
Uno de los contenidos de este mddulo esta centrado en la relacion entre el pensamiento
aditivo y el pensamiento multiplicativo en el contexto del razonamiento proporcional en
estudiantes de educacion secundaria (12-16 afos). Para la ensefianza de este contenido,
se disefié un entorno de aprendizaje b-learning en el que se integraban actividades
presenciales y no presenciales para los estudiantes para profesor mediante el uso de una
plataforma web. Esta plataforma web permitia a los estudiantes para profesor realizar las
actividades propuestas, participar en debates en-linea, tener acceso a los documentos con
la informacion tedrica y entregar los informes sintesis de las actividades (Figura 1).

La actividad inicial

Para desarrollar el contenido relativo al razonamiento proporcional, la actividad
inicial que debian realizar los estudiantes para profesores de matematicas consistia en
identificar caracteristicas del pensamiento matematico de los estudiantes de educacion
secundaria en relacion a la idea de razon y proporcion. Para ello se les proporciond un
documento con las respuestas de 4 estudiantes de educacion secundaria a 4 problemas
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con estructura de valor perdido (2 proporcionales [modelizados mediante la funcion f(x)
=ax, a#0] y 2 problemas no proporcionales con estructura aditiva [modelizados mediante
la funcion f(X) = x+b, b#0]). En total los estudiantes para profesor debian analizar 16
respuestas (4 problemas x 4 estudiantes de secundaria).

FIGURA 1 — Pagina de una de las sesiones en-linea en la que participaban los estudiantes para profesor titu-
lada “Sesion4. Analisis de las estrategias empleadas por los estudiantes”.

Las respuestas a los cuatro problemas reflejaban diferentes perfiles de comportamiento
de los estudiantes de educacion secundaria cuando resuelven problemas proporcionales y
no proporcionales identificados por las investigaciones sobre este topico. (FERNANDEZ
Y LLINARES, 2010; VAN DOOREN, DE BOCK Y VERSCHAFFEL, 2010). Las
situaciones no proporcionales las denominaremos situaciones con estructura aditiva por
la relacion aditiva entre las cantidades que puede establecerse de manera correcta para
su resolucion. Los perfiles reflejados en las respuestas a los problemas eran:

= Estudiantes que resuelven los problemas proporcionales y de estructura aditiva
aplicando la proporcionalidad (identificacion de la relacion multiplicativa
entre las cantidades).

= Estudiantes que resuelven los problemas con estructura aditiva y los
proporcionales aplicando una estrategia aditiva (identificacion de la relacion
aditiva entre las cantidades).

= FEstudiantes que resuelven los problemas con relaciones enteras entre los
numeros empleando relaciones multiplicativas (estrategia proporcional) y los
problemas con relaciones no enteras entre los nimeros empleando relaciones
aditivas (estrategia aditiva) independientemente del caracter del problema
proporcional o de estructura aditiva.
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= Estudiantes que resuelven correctamente ambos tipos de problemas
identificando las relaciones aditivas en los problemas con estructura aditiva
y las relaciones multiplicativas en los problemas proporcionales.

La Figura 2 muestra las respuestas de uno de los estudiantes de secundaria que
fueron presentados a los estudiantes para profesor como parte de la actividad inicial. En
particular, estas respuestas corresponden al perfil del estudiante de educacion secundaria
que resuelve todos los problemas empleando una estrategia aditiva sin tener en cuenta si
el problema es proporcional o aditivo.

Los estudiantes para profesor de matematicas debian responder las siguientes
preguntas

= Describe detalladamente lo que piensas hizo cada uno de los estudiante para
resolver cada uno de los problemas.

= Indica qué informacion puedes generar a partir de las respuestas dadas sobre la
comprension que tiene el estudiante de los conceptos matematicos implicados
en cada uno de los problemas,

= Si fueras el profesor de estos estudiantes, ante las respuestas dadas,;qué
harias?

El objetivo de la primera pregunta era determinar en qué medida los estudiantes para
profesor identificaban las caracteristicas de cada uno de los problemas, las caracteristicas
de las estrategias usadas y la relacion entre el problema y la estrategia. El objetivo de la
segunda pregunta de la actividad inicial era determinar en qué medida los estudiantes
para profesores eran capaces de identificar los distintos perfiles de comportamiento en
las respuestas de los estudiantes. La tercera pregunta intentaba determinar en qué medida
tenian en cuenta el pensamiento matematico de los estudiantes para tomar decisiones de
ensefianza. Esta actividad fue realizada individualmente durante dos horas en una de las
clases presenciales.
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FIGURA 2 - Parte del material de la actividad inicial entregada a los estudiantes para profesor.

Pedro v Tomas estin cargando cajas en | Busana v Marganita estin  remando una
un camion, Cargan a la misma velocidad | cansa. Empezaron al mismo tempo pero
pero Pedro cmpezd mds tarde. Cuando | Margarita ¢s mds rdpida. Cuando Susana ha
Pedro ha cargade 4 cajas, Tomds ha | remado 4 metros, Margarita ha remade 12
cargado 16 cajas. S5i Pedro ha cargado B | metros. 51 Susana ha remade § metros.
cajas, (oudntas cajas ha cargado Tomas”? | jcudantos metros ha remado Margarita”

ik B

Raquel v Juan estdn plantando fores. | Ana v David estin fbricandoe  mudecas
Empezaron al mismo tiempo pero Juan | Fabocan a la misma veloadad pero David
es mis ripido. Cuande Raguel ha | empezd anres. Cuando Ana ha fabricado 12
plantade & flores, Juan ha plantade 12 | mudecas, David ha fabricade 18 mufiecas.

Nores. 51 Raquel ha plantado 20 flores, | 51 Ana ha fabricado 30 mufecas, jeuintas

coudnras flores ha plantado Juan? musiecas ha fabricado David?
' 1%
1 = :

El debate en-linea

Una vez que los estudiantes para profesor habian entregado su respuesta a esta
actividad inicial se abri6 un debate en-linea con una duracion de 7 dias. En este debate los
estudiantes debian aportar sus respuestas a las tlltimas dos preguntas de la actividad inicial,
justificarlas y contrastarlas con las de sus compaiieros. El debate en-linea estaba disefiado
para que los estudiantes para profesor pudieran compartir, cuestionar y revisar sus propuestas
de manera que la interaccion pudiera ayudarles a generar una nueva comprension de la tarea
realizada. Para ello, el debate se apoyaba en las respuestas que los estudiantes para profesor
habian dado a la actividad inicial y se organizaba a través de las mismas preguntas. Esta
forma de organizar el debate tenia como objetivo conseguir que el discurso generado por
los estudiantes para profesor fuera progresivo en el sentido de que el contenido del discurso,
es decir las respuestas a la actividad inicial y las nuevas participaciones generadas en el
debate pudieran ser consideradas “artefacto del conocimiento” sobre el que los estudiantes
para profesor trabajaran colaborativamente para mejorar su competencia en identificar e
interpretar lo relevante en el pensamiento matematico de los estudiantes de educacion
secundaria en relacion al razonamiento proporcional. Al finalizar el debate los estudiantes
para profesor debian realizar un informe sintesis con las conclusiones obtenidas.
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Analisis

Los datos considerados en esta investigacion son las respuestas a la actividad inicial
y las participaciones en el debate en-linea. Realizamos el analisis en dos fases. En la
primera fase, identificamos la manera en la que los estudiantes para profesor describian e
interpretaban las respuestas de los estudiantes de educacion secundaria. Para ello tuvimos
en cuenta si los estudiantes para profesor identificaban las situaciones proporcionalesy no
proporcionales. Es decir, si reconocian que las situaciones proporcionales se modelizan a
través de una funcion lineal f: R = R : f(x) = ax, que cumplen: f(x_ +Xx,) =f(x,) +f(x,) y f(kx)
=kf(a); y que las situaciones no proporcionales usadas en esta actividad se modelizan a
través de las funciones f: R > R : f(X) =X+ b, y que estas caracteristicas podian condicionar
las estrategias empleadas por los estudiantes de educacion secundaria.

Asi, en las respuestas de los estudiantes para profesor debian aparecer evidencias
de que en sus respuestas discriminaban los elementos que caracterizan las situaciones
proporcionales de las no proporcionales (Tabla 1).

TABLA 1 — Elementos que caracterizan las situaciones proporcionales de las no proporcionales que debian ser
analizados en la actividad inicial.

Situacién proporcional Situacién no proporcional
La funcién pasa por el origen “Empiezan al mismo La funcion no pasa por el origen “Empiezan antes o
tiempo” (E1) después” (TE1)
El valor de la pendientes es distinto (cambia) “es méas El valor de la pendientes es constante “la misma
rapido o mas lento” (E2) velocidad” (WE2)
Idea de covariacion [f(x 1 + x2) = f(x1) + f(x2)] “las  “la diferencia entre cantidades permanece constante”
razones permanecen constantes” (E3) ("E3)

Identifica razones internas/externas (E4)

Ademas, en nuestro analisis consideramos en qué medida los estudiantes para
profesor identificaban e interpretaban diferentes aspectos del razonamiento proporcional
en las estrategias utilizadas por los estudiantes de educacion secundaria. La Tabla 2 recoge
las estrategias de los estudiantes de educacion secundaria que aparecian en los diferentes
problemas planteados y que debian ser identificadas por los estudiantes para profesor.

TABLA 2 — Estrategias utilizadas por los estudiantes de educacién secundaria presentadas a los estudiantes
para profesor en la actividad inicial.

Situacién proporcional Situacién no proporcional
Enfoque escalar (ST1)

Enfoque funcional (ST2)

Construccion (ST3) Aditiva (ST6)
Reduccién a la unidad (ST4)

Regla de tres (ST5)

Por ultimo, analizamos si los estudiantes para profesor reconocian los diferentes
perfiles de comportamiento de los estudiantes de secundaria ejemplificados en la actividad
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inicial (Tabla 3). Es decir, si eran capaces de identificar las diferencias entre los perfiles
de comportamiento que reflejaban las respuestas dadas por los cuatro estudiantes de
educacion secundaria en la actividad inicial.

TABLA 3 — Perfiles de comportamiento de los estudiantes de educacién secundaria ejemplificados
en la actividad inicial.

Perfiles Caracteristica

Identificar perfil que depende del caracter de la Uso de relaciones aditivas cuando la relacién entre

razoén (P1) las cantidades es no entera y uso de relaciones
proporcionales cuando la relacién es entera

Identifica perfil aditivo (P2) Uso de relaciones aditivas independientemente del tipo
de problema

Identifica perfil proporcional (P3) Uso de relaciones proporcionales independientemente
del tipo de problema

Identifica perfil correcto (P4) Uso de relaciones proporcionales en los problemas
proporcionales y de relaciones aditivas en los problemas
aditivos

En la segunda fase analizamos las participaciones de los estudiantes para profesor
en el debate en-linea que estuvo activo durante 7 dias (WEINBERGER; FISHER,
2006). Este analisis tenia como objetivo identificar de qué manera la interaccion
permitia a algunos estudiantes para profesor refinar sus interpretaciones previas sobre
el pensamiento matematico de los estudiantes de educacién secundaria en relacion
al razonamiento proporcional. Analizamos en qué medida en las aportaciones de los
estudiantes se tenia en cuenta las caracteristicas de los problemas, las caracteristicas
de las estrategias empleadas, y las caracteristicas de los perfiles de comportamiento
de los estudiantes. Consideramos como unidad de analisis las participaciones de los
estudiantes para profesor en el debate en linea que ponian de manifiesto alguna idea
relativa al pensamiento matematico de los estudiantes de secundaria o las caracteristicas
de los problemas que los estudiantes de secundaria habian resuelto (DE WEVER;
SCHELLENS; VALCKE; VAN KEER, 2006; SCHRIRE, 2006). Asi, cada participacion
en el debate en linea fue analizada considerando dos dimensiones: contenido de la
participacion, y la forma en la que se participaba.

En relacion al contenido de la participacion, usamos los mismos criterios que
en el analisis de las respuestas a la actividad inicial en relacion a los aspectos del
razonamiento proporcional y las caracteristicas de los problemas proporcionales y no
proporcionales que los estudiantes para profesor consideraban. En relacion a la forma
de participacion en el debate consideramos la manera en la que los estudiantes para
profesor proporcionaban informacion, clarificaban aportaciones previas, coincidian o
discrepaban con alguna aportacion previa. Finalmente, tuvimos en cuenta en qué medida
esta forma de participar en el debate determinaba el refinamiento de las interpretaciones
inicialmente planteadas.
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Procedimiento

Para realizar este analisis, tres investigadores analizaron las respuestas de los
estudiantes para profesor para generar un conjunto de codigos en relacion a los diferentes
aspectos del razonamiento proporcional que los estudiantes para profesor identificaban e
interpretaban. El analisis conjunto de esta muestra de datos permitié consensuar criterios
en relacion a los significados que podian ser asignados a las diferentes aportaciones de
los estudiantes para profesor. Los resultados de este analisis es lo que se presenta en la
siguiente seccion.

RESULTADOS

Los resultados obtenidos en esta investigacion se presentan en dos secciones.
En la primera hacemos referencia a la identificacion e interpretacion del pensamiento
matematico de los estudiantes por parte de los estudiantes para profesor. En la segunda
seccion identificamos y describimos algunas caracteristicas del papel de la interaccion en
un debate sobre el desarrollo de la competencia docente “mirar con sentido”.

Identificar lo que es relevante en el pensamiento matematico de
los estudiantes de educacion secundaria

Las caracteristicas de los problemas proporcionales y aditivos fueron reconocidas
de manera diferente por los estudiantes para profesor. La diferencia entre los dos tipos
de problemas fue puesta de manifiesto inicialmente por 3 de 6 estudiantes (de los 7
estudiantes para profesor; uno de ellos no particip6 en la realizacion de la actividad inicial
en la sesion presencial pero si participo en el debate en linea puesto que las respuestas
estaban en la plataforma web). Estos estudiantes para profesor identificaron alguno de
los dos elementos relevantes en cada situacion “empiezan al mismo tiempo (E1)” o
“empiezan antes o después (=E1)”, como las caracteristicas que permiten discriminar
las situaciones aditivas y proporcionales. La identificacion de estas caracteristicas fue
puesta de manifiesto por los estudiantes para profesor asociandolas de manera correcta
a la relacion aditiva o multiplicativa de las cantidades.

Una segunda caracteristica fue asociada a la frase “la misma velocidad (-E2)” que
significa que la relacion entre cantidades “correspondientes” es 1 (es decir, la pendiente
de la grafica de la funcion es 1), en contraste con la idea “es mas rapido o més lento
(E2)”, que significa que la relacion entre las cantidades es distinta de 1. Aunque esta
segunda caracteristica, a priori, no es suficiente para discriminar las situaciones aditivas
y proporcionales, la forma en la que estaban redactados los problemas en la actividad
inicial si permitia usar esta caracteristica para diferenciarlas. Por ejemplo, en relacion a
la siguiente respuesta del estudiante de educacion secundaria que corresponde al perfil
“resuelve todos los problemas empleando la proporcionalidad sin tener en cuenta si el
problema es proporcional o de estructura aditiva” (Figura 3).
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FIGURA 3 — Parte del material de la actividad inicial que muestra las respuestas
de un estudiante que responde siempre de manera proporcional a las situaciones.

Sofia v Sara edtin camamands por &l campo
Empezaron al mismo tempo pero Sara es mis
ripida. Cuands Sofia ha caminads 10 maetros,
Sara ha cammaado 0 metne S 5afa ha
caminads 70 metros, [Cudsfos mtros ha
casunads SaraT

+ U A g

Faquelv hianetin plamanda foaee Erepesaran
al muEme tidmps pard huan & mds cipide
Cuands Ragquel ha plantade 4 foser, Juan ha
plantads 12 flares. 5 Ragarel ha plantada 20
flores, Jousniys Bares by plantads juse?

Baan v Camolina comducen un coche akededor deun
circuite. Conducen a la misma velocidad pero haan
Empedd mastarde. Caands haan ha dads 10 vuskas,
Canskra ha dada 60 viaellai 52 haan by dada 100
sweltas, | cuknlas vueltas ha dads Carckaa™

20 e BO

A0 6O * 20= Zoo

Ana y Raquel estin patinanda Fatnan 3 la misma
veloadad pers Raqual emnpesd antes. Cuands Ana ka
patinada |50 meteas, Ragquelha patinads 300 mstrat
S Ara ha patmado S00 metros, [ casntos metres ba
prtnads Kugael?

L ’11 =
Faye lnt el
| — 1200 "
o GO

Juan (S3), uno de los estudiantes para profesor indicaba lo siguiente

En el problema 1 el estudiante se dio cuenta que en el primer intervalo de tiempo
Sofia habia recorrido 20 metros y que pasado el triple de tiempo habia recorrido 60
metros. Si a esos 60 metros les sumaba la mitad de lo recorre en un intervalo (20= 10)
obtendria la cantidad de metros que le decian en el enunciado que habia recorrido Sofia
en total. Por tanto, ya sabria que esa distancia la habia recorrido en 3 intervalos y medio
de tiempo y ha calculado la distancia que recorre Sara en ese mismo tiempo.

En el problema 2. El alumno piensa en este problema que la relacion de vueltas
que dan Juan y Carolina, uno con respecto al otro, es proporcional, y no se da cuenta
que uno ha empezado mas tarde que otro y que van a la misma velocidad, luego tienen
que recorrer el mismo ndmero de vueltas en un tiempo determinado, una vez que han
salido ambos a la pista.

Con esta respuesta Juan identifica las relaciones diferentes entre las cantidades que
hay en las dos situaciones y como estas no son reconocidas por el estudiante de educacion
secundaria. Sin embargo, otros estudiantes para profesor no fueron capaces de identificar
inicialmente lo que era relevante desde el pensamiento matematico de los estudiantes, ni
pudieron establecer una clara relacion entre la respuesta dada al problema y su estructura.
Asi, por ejemplo, Andrea (S6) otra estudiante para profesor describe las operaciones que
aparecen en la respuesta pero no es capaz de dotarlas de sentido en relacion a la diferencia
entre las dos estructuras de las situaciones.
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Respuesta al problema 1. (1)EI estudiante intentd resolver el problema sin usar
proporciones. De 20 intenta llegar a 70 usando multiplicaciones y sumas. Sabia que
tenia que llegar de 20 a 70, eso lo hizo multiplicando antes por 3 y sumando 10. Aplico
las mismas operaciones a 50 y eso le hizo llegar a 175.

(2) entiendo que el estudiante no conoce las proporciones, pero de todos modos
llega a la resolucion del problema.

Respuesta al problema 2. (1) El estudiante aplico el método de las proporciones,
aunque no escribio 20:100=60 : x, pero si escribid directamente la formula 100x60/20.

(2) El estudiante tiene muy claro el método de las proporciones.

Con la respuesta inicial de Andrea en relacion al problema 1, parece reconocer que
el estudiante de secundaria maneja bien las relaciones proporcionales, sin embargo Andrea
no es capaz de reconocer que el problema 2, es una situacion con estructura aditiva, y por
tanto no es aplicable lo que ella denomina “el método de las proporciones”. La respuesta
de Andrea (S6) muestra la dificultad que tenian algunos estudiantes para profesor para
dotar de sentido la manera en la que los estudiantes de educacion secundaria resolvian
los problemas al no reconocer la estructura aditiva.

Por otra parte, algunos estudiantes para profesor consideraban que las respuestas
constructivas en las que los estudiantes de educacion secundaria no usaban algoritmos eran
menos competentes. De esta manera, estos estudiantes para profesor no valoraban aquellas
estrategias que podian mostrar un proceso de identificacion de las relaciones aditivas o
proporcionales entre las cantidades por parte de los estudiantes de educacion secundaria.

Finalmente, considerar globalmente las respuestas de un estudiante de educacion
secundaria a los cuatro problemas para identificar los perfiles de comportamiento que las
respuestas mostraban resultd mas dificil. Asi, el perfil correcto (P4) en el que el estudiante
de educacion secundaria resolvia proporcionalmente las situaciones proporcionales y
aditivamente las situaciones de estructura aditiva, y el perfil que muestra la dependencia de
las respuestas dadas por el tipo de razon (P1) fueron muy dificiles de identificar (s6lo uno de
los estudiantes para profesor fue capaz de hacerlo). Mientras que los perfiles que mostraban
que las respuestas del estudiante de secundaria eran siempre aditivas o siempre proporcionales
independientemente del tipo de problema, resultaron mas faciles de identificar.

El desarrollo de la capacidad de “mirar con sentido”:
el papel de la interaccién

Mayoritariamente los estudiantes para profesor, en la actividad inicial, fueron
capaces de “ver” aspectos relevantes de las estrategias usadas por los estudiantes de
educacion secundaria al resolver los problemas, pero sélo en algunos casos identificaron
rasgos del comportamiento global de los estudiantes de secundaria (los perfiles). Sin
embargo, a través del debate virtual los estudiantes para profesor fueron capaces de centrar
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su atencion en las caracteristicas de las tareas e identificar perfiles no reconocidos con
anterioridad. Es decir, en cierta medida la interaccion motivada por el objetivo comun
de dotar de sentido al pensamiento matematico de los estudiantes propicio el que los
estudiantes para profesor empezaran a mirar de manera conjunta las respuestas a los
cuatro problemas de un estudiante.

Un ejemplo de esta caracteristica es la interaccion entre S1 'y S4 (Figura 4). El estudiante
para profesor S1 habia identificado inicialmente los problemas aditivos y proporcionales
subrayando laimportancia de ““mantener unamismavelocidad habiendo empezado en distintos
momentos y empezar al mismo tiempo pero llevando velocidades distintas™, sin embargo, el
estudiante para profesor S4 no habia discriminado inicialmente los problemas proporcionales
y aditivos, pero la interaccion entre ellos le permite empezar a centrar su atencion sobre este
aspecto al concordar y clarificar diferenciando ambos tipos de problemas.

FIGURA 4 — Interaccion entre el alumno S1y S4 en el debate on-line.

+ COMPRENSION DE LOS ESTUDIANTES ( Alumno S1 - 09:30:15 23/09/2010)
Los estudiantes tienen un buen dominio en las operaciones elementales (suma, resta, etc.) y hacen
uso de éstas. Pero, por lo general, no suelen leer bien el problema e interpretan de la misma forma
el hecho de empezar antes y el hecho de ser mas rapido o lento.

o Comprensién del problema (Alumno S4- 11:23:39 23/09/2010)
Estoy de acuerdo en que no han visto la diferencia entre mantener una misma velocidad
habiendo empezado en distintos momentos y empezar al mismo tiempo pero llevando
velocidades distintas. Habria que descubrir si se produce por no haber leido bien el problema o
por no tener claro el concepto de proporcionalidad, cuando se produce y cuando no.

Centrar la atencion sobre la necesidad de discriminar cuando es o no una situacion
de proporcionalidad resulta clave para empezar a considerar globalmente las respuestas
de un estudiante a diferentes problemas. La vinculacion entre el tipo de relacion entre
los ntimeros, lo aditivo o proporcional de la situacion, y la informacién que se puede
generar sobre el pensamiento matematico de los estudiantes a partir de las estrategias
usadas por los estudiantes de educacion secundaria es otra manifestacion de como
la interaccion ayudo6 a algunos estudiantes para profesor. Por ejemplo, la siguiente
interaccidn entre tres estudiantes para profesor (S7, S3 y S1) les permiti6 identificar el
perfil P1, definido por el papel que desempefian las razones enteras o no enteras en las
situaciones proporcionales y aditivas para determinar la respuesta de los estudiantes
de educacion secundaria (Figura 5), cuando previamente ninguno de estos estudiantes
para profesor habia identificado este perfil en la actividad inicial.

Esta interaccion se inicia cuando el estudiante para profesor S7 centra la atencion
sobre lo que puede caracterizar las respuestas del estudiante de educacion Secundaria
a los cuatro problemas propuestos. En particular, S7 identifica que el estudiante de
secundaria resuelve uno de los dos problemas de proporcionalidad correctamente y el
otro mal y en los problemas aditivos ocurre lo mismo. La aportacion de S3 no resulta
relevante en cuanto a la identificacion pero permite a S1 centrar su atencion sobre
la relacion multiplicativa entre los numeros. Para ello S1 indica que el estudiante de
secundaria resuelve igual dos de los problemas al darse cuenta de la existencia de la
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relacion de “triple” entre los niimeros, y los otros dos, al no encontrar el numero de la
relacion (ya que es una relacion no entera) los resuelve aditivamente.

FIGURA 5 — Interaccién entre los alumnos S7, S3 y S1 en el debate en-linea.

e caso del 4 (Alumno S7 — 16:34:09 24/09/2010)
Siguiendo en la misma linea a los otros casos, este también es curioso, porque hay dos problemas
de proporciones, uno lo hace bien y otro mal, igualmente hay dos problemas de comenzar diferente
y uno lo hace bien y otro mal. ¢ Cémo se explica? O se canso de leer, o no entendi6 algunos
términos que la confundieron o lo hizo al azar y unos le salieron bien y otros mal. De nuevo hay que
decir que deben explicar los resultados o escenificar un poco lo que hacen.

o Estudiante EPS4 (Alumno S3 — 14:13:36 25/09/2010)
La verdad es que es extrafio que haga uno bien y otro mal de cada caso. Como tu dices si se
le obligara a explicar qué representa cada uno de los resultados intermedios que va obteniendo
comprenderia mejor cuando usar cada método de resoluciéon. Por ejemplo, que en el problema
1) indicara tras la operacién 100-40=60 lo que representa el 60: “las cajas llevaba Tomas cuando
Pedro empez6 a cargar cajas”.

= Visualizacién Estudiante 4 (Alumno S1 — 17:26:20 25/09/2010)
Respecto a este estudiante podria decir que tampoco nota la diferencia entre un problema
u otro. Pero por la forma de resolverlos podemos sospechar que tanto el 2-4 y el 3-4 los
resuelve de igual forma porque se da cuenta que es el triple, es decir, que aprecia que hay
una relacién entre los nimeros 25 y75y 3y 9. Sin embargo con los otros dos problemas
no los puede hacer asi (por ejemplo en el 1-4 no encuentra un nimero que al multiplicarlo
por 40 de 60) y por eso opta por resolverlos de esa forma, buscando la diferencia y luego
sumandosela al dato que le dan.

Lo que muestra esta interaccion es la manera en la que los estudiantes para profesor
compartian una manera de mirar que les permitia revisar sus planteamientos previos lo
que en este caso estaba conduciendo a una nueva comprension de la situacion.

Otro ejemplo de esta caracteristica de la interaccion se da en el reconocimiento de
la estrategia aditiva por parte de los estudiantes para profesor de secundaria S7, S6 y Sl
(Figura 6).

FIGURA 6 — Interaccién entre los alumnos S7, S6 y S1 en el debate en-linea.

 cestan todos bien? (Alumno S7 — 16:12:46 24/09/2010)
El problema 2-1 no es correcto. En este y en todos los casos no solo basta en poner operaciones
sin mas, hay que explicar que datos usamos y que se obtiene, aunque sea con pocas letras. Por
ejemplo: Carlos empieza mas tarde que Samuel, la diferencia entre uno y otro es 1.400, es decir,
1.400 letras llevara siempre Samuel mas que Carlos. Por tanto si Carlos tiene 1000, Samuel llevara
1.400 mas, que seran 2.400.

o no te entiendo (Alumno S6 — 12:30:32 25/09/2010)
el estudiante dio la misma solucién que tu.... 2400 letras
= Correcto (Alumno S1 — 12:48:37 26/09/2010)
Estoy de acuerdo contigo Andrea, el ejercicio esta bien lo que ocurre es que no saca la ventaja
que hay entre los dos (cosa que si hace en el ejercicio 1-1) sino que busca el incremento de
una persona y luego se la suma a la otra. Pero como tu bien dices el resultado es el mismo.
= correcto (Alumno S7 — 18:51:41 28/09/2010)

Si, el problemas esta correcto. Lo vi un poco rapido sin fijarme que habia cambiado la forma
de plantear la solucion.
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En la Tabla 4 se resume la influencia de la interaccion en-linea en el desarrollo de
la capacidad de “mirar con sentido” el pensamiento matematico de los estudiantes de
cada uno de los estudiantes para profesor.

TABLA 4 — Lo que identifican los estudiantes para profesor antes y después de la interaccion.

Lo que identifican antes de la interaccion

Lo que “ven” gracias a la interaccion

Estudiante | caracteristicas . ) Caracteristicas . )
Estrategias Perfiles Estrategias Perfiles
de los problemas de los problemas
ST2, ST3, ST5
y ST6 (esta Diferencia
Diferencia ultima solo s
" . problemas aditivos
problemas aditivos | para la relacion roporcionales
S1 y proporcionales | entre distintas P2y P3 ¥ Prop
. ) a través de “E1
a través de "E1 magnitudes) .
. yE1; "E2y E2
y E2 considerando la
. (acordando)
mas competente
ST5
52 No hizo el No aporta nada
cuestionario relevante
Identifica el
N uso de la
Discrimina entre )

. relacién entre
problemas -ldentifica cantidades
proporcionalesy | ST6, ST2, ST3 (acordando) los )

S3 - . P2y P4 de la misma P1
aditivos a través y ST5 elementos E3 y )
magnitud en
de los elementos -“E3 ;
-E1yE2 la estrategia
aditiva (ST6)
ST108ST2
Discrimina los
problemas Identifica que
ST1, ST2, STS proporcionales y - a
y ST6 no proporcionales | > las razones
o son enteras
identificando por un
i lado los elementos emplean las
No discrimina | Identifica que E1vE2 fen | relaciones
S4 r‘(’)bl':;r;;“”a % | dependiendo | P2y P3 royorciéﬁ'a‘lgss) multiplicativas | P4
p del caracter de _p|E1p e Y | pero que silas
la razon externa y-E2(enlos | - esson
el estudiante problemas aditivos). | |\ "o o ag
utiliza ST2 'y También incide en emplean la
s la diferenciacion
5 regla de tres
con los elementos
E3y-E3
ST3, ST2, ST5
y ST6 pero no _
diferencia entre No considera
s5 No discrimina los | ST2y ST3 P1 importantes los
problemas elementos E2 y
“E1yE1
Da importancia
aST2
ST2y ST5 Identifica E2 y "E2
como elementos
o que diferencian las
s6 No k(J:illscrlmlna los |} ¢da situaciones P1
provlemas importancia a Identifica (medi-
la ST5 desde la
_ ante acuerdo) E3
forma a/b = c/x
y "E3
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Lo que identifican antes de la interaccion Lo que “ven” gracias a la interaccion
Estudiante ioti —
Caracteristicas Estrategias Perfiles Caracteristicas Estrategias Perfiles
de los problemas de los problemas
No identifica
la ST1 nila
ST6 cuando
Identifica Identifica E1 y =E1 fsreelnalféon
problemas ::omo elementtos a o ides
; ener en cuenta en
proporcionales y - -OTT .
s7 aditivos pero sin ST5, ST2y ST3 la diferenciacion. | de la misma
. R S magnitud
identificar ningun -
(después de
elemento : -
la interaccién
acuerda con
otro compariero
e identifica)

Los resultados de esta investigacion indican que los estudiantes para profesor
tuvieron dificultades inicialmente en interpretar el pensamiento matematico de los
estudiantes de educacion secundaria. Los estudiantes para profesor describian el proceso
de resolucion en los distintos problemas e identificaban algunas de las caracteristicas de
las situaciones aditivas y proporcionales. Sin embargo, les resultaba mas dificil llegar
a considerar conjuntamente las cuatro respuestas de un mismo estudiante de educacion
secundaria para identificar alguna caracteristica del razonamiento proporcional. De
esta manera, les resultaba dificil tener una vision articulada de lo que podia significar
globalmente las respuestas de cada estudiante. Sin embargo, la participacion en el debate
en-linea ayudo a algunos de los estudiantes para profesor a ir mas alla de lo inicialmente
considerado dando muestras del desarrollo de “mirar con sentido” el pensamiento
matematico de los estudiantes.

Una caracteristica del discurso generado en el debate en-linea fue que los
estudiantes para profesor participaron colaborativamente para refinar el contenido
de las aportaciones. Esto permitiéo que en cierta medida el discurso fuera progresivo
en la incorporacion de nuevos aspectos a tener en cuenta en relacion al pensamiento
matematico de los estudiantes de educacion secundaria. En este sentido, los resultados
de nuestra investigacion indican que el debate en-linea favorecio la emergencia de un
discurso progresivo al facilitar la interrelacion e integracion de ideas sobre las situaciones
proporcionales y no proporcionales y las caracteristicas del razonamiento proporcional de
los estudiantes de educacion secundaria. Como consecuencia, podemos considerar que
el debate en linea desempeii6 el papel de mediador en la construccion del conocimiento.
Un factor que apoyo la emergencia de este discurso progresivo fue el hecho de que el
debate tenia un objetivo claramente definido ““Indicar que informacion era posible inferir
sobre la comprension de los estudiantes de educacion secundaria sobre el razonamiento
proporcional a partir de la manera en la que resolvian los problemas”, y se apoyaba en
un material con una estructura clara usado en la realizacion de la actividad inicial. La
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conjuncion de estas dos caracteristicas, un objetivo claramente definido y un material
de apoyo al debate con una estructura clara y coherente con el objetivo pretendido,
parece que facilitaron la generacion de este discurso progresivo al proporcionar una
referencia clara sobre lo que se debia debatir. Como consecuencia podemos asumir que
la estructura b-learning del entorno de aprendizaje disefiado determiné en cierta medida
las caracteristicas de las relaciones entre los estudiantes para profesor y el conocimiento,
apoyando las posibilidades de tener en cuenta y compartir diferentes perspectivas que
requerian comprender las perspectivas de otros participantes mientras se realizaba esta
actividad conjunta (LLINARES; OLIVERO, 2008).

El que los profesores puedan llegar a considerar el pensamiento matematico de sus
estudiantes cuando toman decisiones de ensefianza se apoya en el necesario desarrollo de
la competencia docente “mirar con sentido” el pensamiento matematico de los estudiantes.
Los resultados obtenidos contribuyen a la creciente linea de investigacion sobre como
los estudiantes para profesor y los profesores puedan llegar a ver y dotar de sentido las
situaciones de ensenanza y como determinadas experiencias pueden apoyar el desarrollo
de esta competencia (KERSTING; GIVVIN; SOTELO; STIGLER, 2010; LIN, 2005;
LLINARES; VALLS, 2010, PRIETO; VALLS, 2010; SANTAGATA; ZANNONI;
STIGLER, 2007; VAN ES; SHERIN, 2002).

Las evidencias aportadas por la investigacion descrita apuntan en la direccion de que
esta competencia docente se puede aprender. En nuestro caso ademas, algunas caracteristicas
del entorno b-learning disefiado parecen apoyar el desarrollo de esta competencia. Aunque
en estos momentos es necesario seguir investigando en esta linea, es posible asumir que
algunas caracteristicas de los entornos de aprendizaje en los programas de formacion de
profesores pueden apoyar el desarrollo de un discurso progresivo de los estudiantes para
profesor guiado por la definicion de objetivos coherentes con el material de apoyo usado.

Reconocimientos. Esta investigacion se ha realizado con apoyo del proyecto de
investigacion I+D n° EDU2008-04583, del MICINN. Espana.
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