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RESUMO

Neste artigo, apresentamos as duas primeiras etapas de organizacdo de nossa pesquisa
de Mestrado Académico no Programa de Pds-Graduagdo em Ensino de Ciéncias e Matematica
(PGECM) do Instituto Federal de Educagdo Ciéncia e Tecnologia do Ceara (IFCE). Assim,
referendados pelas orientagdes da Engenharia Didatica (ED) como metodologia de pesquisa, em
associa¢ao com a Teoria das Situagdes Didaticas (TSD), como metodologia de ensino, realizamos,
inicialmente, uma analise prévia, caracterizada pela analise didatica e epistemologica, do objeto
histérico-matematico em estudo, a sequéncia de Fibonacci (SF), caracterizando a identificagdo e
descrigdo de algumas propriedades do seu processo de generalizacdo e extensdo. Fundamentados
nas propriedades elencadas, definimos, nas fases de concepcao e andlise a priori, 0s contextos,
objetivos e as hipoteses didaticas, bem como, orientados pelas etapas da TSD, apresentamos os
possiveis comportamentos e resolugdes dos alunos das quatro situagdes problemas, organizadas
com fins a experimentacao.
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The Didactic Engineering in articulation with the Theory
of Didactic Situations as methodological path to the study and
teaching of Mathematics

ABSTRACT

In this article, we present the first two steps of organizing our Master’s Degree research
in the Graduate Program in Teaching Science and Mathematics (PGECM), Federal Institute of
Education Science and Technology of Ceara (IFCE). Thus, supported by the guidelines of didactic
engineering (ED) as research methodology, in association with the Theory of Didactic Situations
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(TSD), as teaching methodology, we performed a preliminary analysis, characterized by didactic
and epistemological analysis, of the mathematical, historical object under study, the Fibonacci
sequence (SF), characterizing the identification and description of some properties of its process
of generalization and extension. Based on the properties listed, we define contexts, objectives, and
didactic hypotheses in the a priori conception and analysis phases, as well as, guided by the stages
of the TSD, we present the possible behaviors and solutions of the students for the four situation-
problems, organized with the purpose of experimentation.
Keywords: Didactic Engineering. Theory of Didactic Situations. Fibonacci sequence.

INTRODUCAO

Neste estudo, trazemos uma discussdo sobre a associagdo entre duas teorias da
didatica da matematica, a Engenharia Didatica (ED) e a Teoria das Situagdes Didaticas
(TSD), referenciais bastante difundidos como metodologias da pesquisa ¢ ensino em
matematica.

Assim, evidenciaremos, durante a discussdo, as relagdes e implicagoes praticas dessa
integragdo entre a ED e a TSD. No intuito de demonstrar essa conexao, mostraremos o
percurso metodologico seguido durante a execucdo das primeiras etapas de elaboracdo
de nossa pesquisa de Mestrado Académico do Programa de Pos-Graduagdo em Ensino de
Ciéncias e Matematica (PGECM) do Instituto Federal de Educag@o Ciéncia e Tecnologia
do Ceara (IFCE), etapas caracterizadas como de fundamentag@o tedrica e organizagao
da experimentagao.

Com isto, iniciaremos apresentando os elementos relativos a problematizagdo da
pesquisa, destacando as leituras dos estudos de Alves e Borges Neto (2010) e de Alves,
Borges Neto e Maia (2012), referéncias em que os autores mostram suas concepgoes
relativas a qual abordagem de estudo, com vias ao ensino, de determinado topico do
contexto historico matematico, podemos seguir e nos orientar.

Sobre tais concepgdes, Alves, Borges Neto e Maia (2012) exprimem suas concepgoes
relacionadas ao estudo de determinado topico do contexto histérico matematico,
assinalando que este deve ser pautado em seus aspectos histdricos, epistemologicos,
formais e filosoficos.

Noutro estudo, Alves e Borges Neto (2010) apresentam suas concepgdes relativas
ao ensino de determinado topico histoérico matematico, ressaltando que sua abordagem
de ensino deve ser estruturada de maneira a possibilitar suas relagdes a outros conceitos
e contextos matematicos.

Fundamentados nas orientacdes anteriores, suscitamos nossa proposta de pesquisa
numa perspectiva semelhante as concepgoes dos estudos de Alves e Borges Neto (2010,
2011)edeAlves (2013,2015a,2015b, 2016a, 2016b), trabalhos que discutem um conjunto
de propriedades relacionadas ao processo de generalizagdo e extensdo da sequéncia de
Fibonacci.

Assim, pretendemos ampliar a discussdo dos autores, no sentido de realizarmos
um estudo, com vias ao ensino, de outras propriedades relacionadas ao processo
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de generalizagdo da sequéncia de Fibonacci, fundados nos aspectos, historicos,
epistemologicos e matematicos.

Desse modo, levantamos a seguinte questdo: como desenvolver um estudo sobre o
processo de generaliza¢do da sequéncia de Fibonacci que promova situagdes didaticas
envolvendo a identificacdo, descri¢do e exploracdo de propriedades do seu modelo
generalizado?

A fim de termos condigdes de apresentar uma resposta, a0 menos parcial, & questao
levantada, tragamos o seguinte objetivo geral: descrever elementos de um estudo relativo
aos modelos de generalizacdo da sequéncia de Fibonacci que promovam a identificacdo,
descrigdo e exploragdo de propriedades relativas a estes modelos.

No intuito de alcangarmos o objetivo geral, apresentamos os seguintes objetivos
especificos: 1) analisar o desenvolvimento historico-matemdtico-epistemologico de
generalizacdo da SF; i) analisar o desenvolvimento historico-matematico-epistemologico
da formula de Binet; ii) descrever situagdes didaticas envolvendo o modelo de
generalizag¢do da sequéncia de Fibonacci.

Iniciaremos a discussao destacando a Engenharia Didatica (ED) como metodologia
de pesquisa e, em seguida, discutindo suas orienta¢des, de acordo com cada uma de suas
etapas.

A ENGENHARIA DIDATICA

Como metodologia de pesquisa, a Engenharia Didatica tem por principio valorizar
as praticas e experiéncias do professor, percebendo-o como um pesquisador em potencial,
podendo “ser utilizada em pesquisas que estudam os processos de ensino e aprendizagem
de um dado objeto matematico e, em particular, a elaboracdo de géneses artificiais para
um dado conceito” (ALMOULOUD, 2007, p.171).

Desse modo, o professor deve considerar que sua “pratica de ensino ¢ articulada
como pratica de investigacdo. A teoria da Engenharia Didatica pode ser vista como
referencial para o desenvolvimento de produtos para o ensino, gerados da junc¢ao do
conhecimento pratico com teérico” (CARNEIRO, 2005, p.3).

Como ressalta Pais (2002), ao planejamento e execucao de uma ED, o professor
deve seguir quatro fases consecutivas, sendo estas: andlises prévias (preliminares);
construgdo das situacdes (concepgdo) e andlise a priori; experimentacdo (aplicacdo da
situacdo didatica); analise a posteriori; avaliagdo (validacao). A seguir, destacaremos cada
dessas fases, com suas respectivas orientagdes.

Analises preliminares: consiste da analise de como o contetido esta sendo ensinado,
a fim de propormos intervengdes e modificagdes. Nesta analise, devemos incluir trés
dimensdes: epistemoldgica, relacionada com o saber em estudo, podendo ser observada
sua evolugdo histdrica, os obstaculos relativos a sua natureza, dentre outros aspectos;
didatica, relativa a forma como o conteudo ¢ apresentado nos livros didaticos, como
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proposta de ensino ao professor; cognitiva, caracterizada pela analise de questdes relativas
aos conhecimentos dos alunos sobre a tematica de estudo.

Andalise a priori e concepgdo: etapa de descrigdo das escolhas realizadas, onde sdo
definidas algumas variaveis (globais e locais), a fim de direcionar a pesquisa e propor um
plano de ag¢@o. As variaveis globais tém por finalidade direcionar as escolhas da pesquisa,
enquanto que as variaveis locais sdo direcionadas a previsao dos possiveis comportamentos
e entraves dos alunos, mediante as situag¢des didaticas.

Experimentagdo: etapa de aplicagdo das situagdes didaticas e coleta dos dados
relativos a pesquisa. Nesta coleta, podemos fazer uso de varios instrumentais, tais como
relatdrios, registros fotograficos, producdes dos alunos, entrevistas, dentre outros recursos,
a fim de formarmos o corpus da pesquisa.

Andalise a posteriori: etapa caracterizada pela devida organizagdo do corpus da
pesquisa, a fim de uma avaliagdo posterior.

Validagao da Engenharia: mediante o confronto das considera¢des da analise a
priori e das observagdes da experimentacao, temos elementos para realizar uma analise
sobre a reprodutividade ou ndo da engenharia proposta, além de levantarmos possiveis
questionamentos, voltados a futuras pesquisas.

Dando continuidade, apresentaremos fundamentados na ED, os resultados de
nosso levantamento e discussdo bibliografica, de acordo com a primeira etapa da ED, as
andlises preliminares.

ANALISES DA DIMENSAO DIDATICA E
EPISTEMOLOGICA

Como assinala a ED, esta etapa consiste na analise de como o conteudo esta sendo
ensinado, a fim de detectarmos os problemas e propormos intervengdes e/ou modificagoes.
Nesta analise, devemos considerar as seguintes dimensdes: didatica, epistemologica e
cognitiva.

Na dimensdo diddtica, observamos a abordagem dada a sequéncia de Fibonacci
nos livros de Historia da Matematica (HM) como proposta de ensino ao professor. Nesse
sentido, preliminarmente, realizamos um levantamento bibliografico em livros de HM
que trouxessem elementos relativos a evolugdo historica, epistemologica e matematica
dos modelos de generalizagao da sequéncia de Fibonacci.

Desse levantamento, destacamos os seguintes estudos: Livio (2002), Stillwell
(1989), Wells (2005), Alfred (1965), Brousseau (1967), Hoggat (1969), Posamantier e
Lehmann (2007), Huntley (1985), Koshy (2011), Vorobiov (1974), Grimaldi (2012) e
Sthakov (2009).

Sobre a analise realizada das referéncias historico-matematicas anteriores,
salientamos que esta nos permitiu a caracterizagdo de aspectos além dos historicos,
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relativos a sequéncia de Fibonacci; ou seja, fomos além da caracterizagdo dos personagens
ligados, a sua origem e evolugdo e tratamos de uma discussdo de elementos de carater
mais especifico, no caso, a matematica associada a SF.

Na dimensao epistemoldgica, observamos os aspectos relativos a evolugdo histdrica
do contetido, bem como suas relagdes em outros contextos matematicos. Nesse sentido,
vale destacar que tratamos de propriedades elementares da sequéncia de Fibonacci e que
tal estudo nos permitiu suscitar uma gama de relagdes entre a sequéncia de Fibonacci e
outros contetidos matematicos. Caracterizamos essas relagdes na Figura 1.

FIGURA 1 — Relagdes entre a sequéncia de Fibonacci e outros conteiidos matematicos.
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Fonte: elaborado pelos autores.

Sobre as relagdes conceituais observadas na Figura 1, destacamos que estas
perpassam por conteudos, tanto do nivel basico quanto superior, sendo estes perfeitamente
discutiveis num contexto de graduag@o. Destacamos, também, que tal processo de
generalizacdo e extensdo da sequéncia de Fibonacci a outros contextos matematicos
evidencia sua evolugao epistemologica e matematica progressiva.

Na etapa seguinte, antes de apresentarmos como a ED e a TSD podem ser integradas,
trazemos, a seguir, as orientagdes da TSD relativas aos momentos de organizagdo e
aplicagdo das situagdes problemas direcionados a experimentagao.

TEORIA DAS SITUACOES DIDATICAS

Sobre Teoria das Situagdes Didaticas, como metodologia de ensino, Teixeira e
Passos (2013) ressaltam que esta tem, como objeto principal, a situagdo didatica, sendo
esta um conjunto de situagdes reprodutiveis que permitem a organizagdo do espago de
sala de aula e dos momentos de interagdo entre o professor, o aluno e o saber, no meio
organizado (milieu).
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Em seu estudo, Souza e Lima (2014) apontam que as relagdes estabelecidas entre
professor-aluno-saber podem ser representadas no que denominam de tridngulo didatico,
como mostramos na Figura 2.

FIGURA 2 — Triangulo didatico das relagdes entre professor-aluno-saber.
Alunos

Um contedido

Um professor de aprengizagem

Fonte: Joannert (2002 apud SOUZA; LIMA, 2014, p.35).

As relagoes entre professor-saber, saber-aluno e professor-aluno sio estabelecidas
no tridngulo, a partir de seus vértices, sendo estas assimétricas e conflituosas. Portanto,
“docentes e discentes sdo atores indispensaveis da relacdo de ensino e aprendizagem,
bem como o meio (milieu) em que a situacdo didatica se faz presente” (TEIXEIRA;
PASSOS, 2013, p.157).

Desse modo, Teixeira e Passos (2013) assinalam que deve existir uma preocupacao
do professor com as condi¢des de apresentagio de determinados contetidos matematicos, e
uma clara inten¢do em possibilitar aprendizagem. Sobre as situa¢des didaticas, Brousseau
ressalta que:

[...] devem ser concebidas de maneira a provocar o aparecimento dos conhecimentos
que os alunos trazem, em respostas, espontdneas ou nao, ¢ em condi¢des
apropriadas. Elas devem ser, porém, sem nenhuma relagdo visivel para o aluno,
com uma intencao didatica desejada e sem qualquer intengdo complementar.
(BROUSSEAU apud TEIXEIRA; PASSOS, 2013 p.162)

Dos destaques anteriores, observamos um conjunto de orientagdes de cunho
metodologico que a TSD nos apresenta. Até mesmo por ser este um dos seus objetivos, o
de fornecer “mecanismos que propiciem a melhora nos processos de ensino aprendizagem
em matematica e envolvam, em sala de aula e fora dela, o professor, o aluno e o saber —o
conhecimento do contetido matematico” (TEIXEIRA; PASSOS, 2013, p.164).

Nesse sentido, apresentaremos o que Teixeira ¢ Passos (2013) elencam como as
principais atividades especificas voltadas a aprendizagem em matematica, classificando-as

452 Acta Scientiae, v.19, n.3, maio/jun. 2017



em situagdes (momentos) de devolugao, agdo, formulagio, validagao e institucionalizagdo,
que destacaremos, a seguir.

Situagdo de Devolu¢do: momento em que o professor cede a responsabilidade ao
aluno por sua aprendizagem e este tem que entrar no jogo ¢ assumir 0s riscos por seus
atos. Nesse sentido, o professor propde o problema ao aluno e este deve ter condi¢des
de agir sobre ele; o aluno vé o problema como um desafio.

Situagdo de A¢do: nesta etapa, cabe ao aluno, de posse do problema, buscar em seus
conhecimentos, interagindo com o meio, elementos necessarios a solugdo da situagao
proposta que se processa por meio de reflexdes e tentativas, a fim da obten¢do de uma
estratégia de resolucao.

Situagdo de Formulagdo: caracterizada pela troca de informagdes entre o aluno e o
meio organizado. Neste momento, ja se permite a utilizagdo de uma linguagem adequada,
mas sem formalidade obrigatoria, ou seja, existe uma organizagdo de informagdes para
torna-las comunicaveis.

Situagao de Validacdo. fase de convencimento dos interlocutores sobre a veracidade,
ou nao, dos argumentos apresentados a solugdo do problema, Neste ponto, ja se deve
utilizar uma linguagem mais formalizada e mecanismos de prova.

Situagdo de Institucionaliza¢do. etapa em que a inteng@o do professor, tendo com
meio o problema proposto, ¢ revelada.

Prosseguindo, apresentaremos a possibilidade de articulagdo entre a ED e a TSD,
destacando, com base no levantamento discutido nas analises preliminares da ED, o estudo
de algumas das propriedades elencadas, através da elaboragdo de situagdes-problema, de
acordo com as orientagdes da TSD, e direcionadas a futura experimentagao.

ORGANIZACAO DAS SITUACOES DIDATICAS

Segundo as orientagdes da ED, esta etapa ¢ de descri¢do das escolhas realizadas,
onde sao definidas algumas varidveis, a fim de propormos e direcionarmos um plano de
acao, de acordo com os objetivos da pesquisa. Desse modo, como tinhamos por interesse a
exploragao de algumas das propriedades elencadas, elaboramos quatro situacdes didaticas,
referendadas nas relagdes estabelecidas, anteriormente.

Assim, na elaboragdo dessas situa¢des realizamos uma agao descritiva e preditiva,
no sentido de estabelecermos os possiveis comportamentos ¢ resolugdes dos alunos, de
acordo com cada fase da TSD, além do levantamento de algumas hipoteses didaticas
relativas as situacdes propostas, caracterizando uma analise preliminar da dimensdo
cognitiva dos alunos.

Ainda sobre as situac¢des constituidas, ¢ valido assinalar que estas discutem
algumas propriedades do processo de generalizacdo da sequéncia de Fibonacci, bem
como sua relacdo a outros contetidos da matematica. Como forma de exemplificarmos as
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argumentacdes relativas a integragdo da TSD com a ED, mostraremos a seguir as quatro
situacdes didaticas organizadas, com fins a experimentagao, a partir das orientagdes nos
momentos de agdo, formulagao, validacao e institucionalizagdo da TSD.

SITUACAO 1 - 0S COELHOS DE FIBONACCI

Contexto: a situagdo trata de dois modelos de generalizagdo da sequéncia de
Fibonacci: o de modeliza¢ao do problema dos coelhos imortais ¢ o de extensdo da
sequéncia de Fibonacci a indices inteiros. Objetivo da atividade: apresentar e discutir os
modelos de generalizagdo da sequéncia de Fibonacci relativos ao problema dos coelhos
imortais ¢ a sequéncia estendida de Fibonacci. Hipdtese didatica: os alunos devem ser
capazes de estabelecer uma notag@o recursiva a partir da interpretagdo do problema
dos coelhos, além de perceber a possibilidade de estendermos a sequéncia a indices
inteiros.

CONTEXTO PROPOSTO

Trata-se do seguinte problema, proposto e resolvido por Leonardo de Pisa, em
seu livro Liber Abaci, de 1202, proposto em latim como Quot paria coniculorum in uno
anno ex uno pario germinentur. Em outras palavras: um casal de coelhos recém-nascidos
Jfoi posto num lugar cercado. Determinar quantos casais de coelhos ter-se-do apos um
ano, supondo que, a cada més, um casal de coelhos produz outro casal e que um casal
comega a procriar dois meses apos o seu nascimento (HEFEZ, 2003, p.26). O esquema
da Figura 3 representa a situagao.

FIGURA 3 — Esquema de descrigéo do problema dos coelhos.
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Fonte: Alves (2013, p.3).

O esquema mnemonico anterior demonstra a descri¢do e modelizagao relacionadas
ao problema dos coelhos. Utilizando o esquema proposto, responda:
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a) Que sequéncia vocé relacionaria com a situagdo do nascimento de casais de
coelhos? Explique suas escolhas, indicando uma simbologia conveniente para o primeiro
termo, para o segundo termo, para o terceiro termo e, assim, sucessivamente. Podemos
estabelecer uma relagdo que generalize esses resultados?

b) Com base na relagdo anterior, podemos avaliar os valoresde f, =2, f, =7, f, =7.
Descreva esse conjunto numérico. Quais suas conclusdes? Que nome ou terminologia
podemos atribuir a sequéncia obtida?

DESCRICAO DA SITUACAO 1 DE ACORDO COM A TSD

A partir de agora, descreveremos as realizagdes e discussoes previstas na atividade
1, de acordo com as fases da TSD.

Situagdo de A¢do: Como ja destacamos, nesta fase da TSD, cabe ao aluno, de
posse do problema, buscar em seus conhecimentos, interagindo com o meio, elementos
necessarios a solucdo da situagdo proposta; que se processa por meio de reflexdes e
tentativas, a fim da obteng@o de uma estratégia de resolugéo.

Dessa maneira, a partir da analise do esquema mnemonico proposto, o aluno deve
procurar estabelecer uma relagdo entre o periodo (meses) ¢ a filiagdes (quantidade de
casais), caracterizando a seguinte situa¢do: no primeiro més, teremos apenas um casal de
coelhos jovem, que ainda ndo atingiu a maturidade; no segundo més, ainda teremos um
unico casal, sendo este agora maduro, e capaz de se reproduzir; no terceiro més, o casal
maduro do més anterior, se reproduz e gera um casal jovem, obtendo-se neste periodo
dois casais, um jovem e um maduro; no quarto més, enquanto o casal jovem do més
anterior atinge a maturidade, o casal maduro se reproduz, obtendo-se neste periodo trés
casais. O aluno deve ser capaz de perceber esta dinamica a partir do esquema proposto.

Situag¢ao de Formulag¢do: como destaca Alves (2016b), os alunos devem ser
estimulados a identificacdo das variaveis necessarias e pertinentes, elementos invariantes
na situagdo. Tal fase também ¢ caracterizada pela troca de informagdes entre o aluno e o
meio organizado; neste momento, ja se permite a utilizagdo de uma linguagem adequada,
mas sem formalidade obrigatoria, ou seja, existe uma organizac¢ao de informacdes para
torna-las comunicaveis.

Nesse sentido, o aluno deve ter compreendido a dindmica de maturagao e reprodugao
dos casais de coelhos e que este processo ocorre de maneira continua, com padrao de
recorréncia definido. Ao final, desta fase, o aluno deve ser capaz de expressar a seguinte
sequéncia: (f)),_y : (1,1;2;3;5;8;13;21;34;55;89;144;233;377;....) .

Situagdo de Validagdo: é o momento de convencimento dos interlocutores sobre a
veracidade ou ndo dos argumentos apresentados a solucao do problema. Neste caso, ja
se deve utilizar uma linguagem mais formalizada e mecanismos de prova.
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Desse modo, posteriormente a obtengao da sequéncia, o aluno deve ser instigado a
expressar seus resultados em notacdo matematica. Este deve obter a relacdo a seguir, que

vincula a unidade temporal n (meses) com /, (filiagdes possiveis), a cada més.

n=1- f =1

n=2-f,=1
n=3->f,=2=1f+/,
n=4-f,=3=f,+1,
n=5—f;=5=f+1,

n=n-— n:-fnf]+ n-2

Ao final, deve ser capaz de obter um resultado mais geral que modelize a situagao,
nocaso, f = f  +f _,,para n>2, modelo recorrente da SF.

Situagdo de Institucionalizagdo: momento em que a intengdo do professor, tendo
como meio o problema proposto, é revelada. Segundo Alves (2016b), este € 0 momento
da mediagao do professor, em que este deve explicitar e indicar as propriedades formais,
construidas a partir das discussdes nas fases anteriores. Desta maneira, ao retomarmos as
discussdes, evidenciaremos o estudo realizado, o modelo de recorréncia e formalizagdo
da SF, a partir do problema dos coelhos.

Dando prosseguimento, apresentamos as realizagdes e discussdes previstas no item
(b), da atividade 1.

Situagdo de A¢do: Como ja ressaltamos, nesta fase da TSD, cabe ao aluno, de
posse do problema, buscar em seus conhecimentos, interagindo com o meio, elementos
necessarios a solucdo da situagdo proposta, que se processa por meio de reflexdes e
tentativas, a fim da obtencdo de uma estratégia de resolucdo. Assim, o aluno, tendo
como referéncia, o modelo obtido no item b, deve avaliar a possibilidade de termos

fO:?:f,lz?,j{ZZ?.

Situag¢do de Formulagdo.: como destaca Alves (2016b), os alunos devem ser
estimulados a identificagdo das variaveis necessarias e pertinentes elementos invariantes
na situac@o. Tal fase também ¢ caracterizada pela troca de informagdes entre o aluno e o
meio organizado. Neste momento, ja se permite a utilizagdo de uma linguagem adequada,
mas sem formalidade obrigatoria; ou seja, existe uma organizagdo de informagdes para
torna-las comunicaveis.

Com isto, o aluno deve avaliar, na relagdo f, = f  +f ,,n>2, o valor de
n=2..f, = f,+f,. Dai, este pode obter fo =/, — f, - Agora, com origem nos valores
indicados em (1)  :(1;1;2;3;5;8;13;21;34;55;89;144;233;377;....) » pode escrever
fo=f,—f,=1-1=0,como ja destacamos, o que nos parece natural numa situagdo em
que os coelhos ainda nao existem.

Entretanto, continuando o processo anterior, este deve escrevern=1.". f, = f, + f,,
o que o conduz ao valor f, = f, — f; =1-0=1. Também, como j& destacamos, este € o
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momento em que assinalamos a possibilidade de um distanciamento do modelo empirico
da produgio dos coelhos. E, de fato, o momento de nos questionarmos qual significado
cognoscivel podemos relacionar ao termo /-, =1? . Dando continuidade, este deve escrever
n=0..f,=f,+f,,0queosconduzao valor [, =f + f =-1.

Situagdo de Validacdo: é o momento de convencimento dos interlocutores sobre a
veracidade ou ndo dos argumentos apresentados a solugdo do problema. Neste caso, ja
se deve utilizar uma linguagem mais formalizada e mecanismos de prova.

Nesse sentido, ao continuar o processo para »n = —1,-2,-3,-4,...., 0 aluno deve obter
a seguinte sequénciac....,8,-5,3,-2,1,-1,0,1,1,2,3,5,8,....), além de perceber e expressar a
possibilidade de “alongarmos”, “ampliarmos”, “estendermos” a sequéncia de Fibonacci
para nimeros inteiros, contrapondo a abordagem tradicional de apresentacgao e discussdo

da sequéncia de Fibonacci.

Situagdo de Institucionalizagdo: momento em que a intengdo do professor, tendo
como meio o problema proposto, ¢ revelada. Segundo Alves (2016b), este ¢ 0 momento
da mediagdo do professor, em que este deve explicitar e indicar as propriedades formais,
construidas a partir das discussdes nas fases anteriores. Assim, ao retomarmos, temos
condi¢oes de discutir uma abordagem néo corriqueira da sequéncia de Fibonacci, a qual
trata de sua extensdo a indices inteiros, abordagem discutida por Alves e Borges Neto
(2011).

SITUACAO 2 - A FORMULA DE BINET COMO MODELO

DE GENERALIZACAO DA SF

Contexto: a situagdo trata da modeliza¢ao do problema dos coelhos imortais, numa
discussdo nao recursiva. Objetivo da atividade: apresentar a formula de Binet como
modelo de generalizagdo da Sequéncia de Fibonacci. Hipotese didatica: os alunos devem

caracterizar a formula de Binet como modelo de obtengdo da sequéncia de Fibonacci,
ndo mais recursiva.

CONTEXTO PROPOSTO

Huntley (1985, p.63) relata que a “ligacéo entre a divisdo aurea e a série de Fibonacci
pode ser vista de um novo angulo considerando o termo geral da série”. Nesse sentido, dada

oL araiz positiva da equagdox” —x—1=0 e sua raiz negativa [ , teremos que 7, = ’E ,onde
n_pn a— .

n>1. Com base nos valores de oL e B, como podemos reescrever f, = %? Ao verificar
o

alguns resultados com 7 =% ’E , quais suas conclusdes? Que nome ou terminologia
o
podemos dar ao modelo?
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DESCRICAO DA SITUACAO 2 DE ACORDO COM A TSD

A partir de agora, descreveremos as realizacdes e discussoes previstas na atividade
2, de acordo com as fases da TSD.

Situagdo de A¢do: Como ja destacamos, nesta fase da TSD, cabe ao aluno, de posse do
problema, buscar em seus conhecimentos, interagindo com o meio, elementos necessarios
a solucdo da situac@o proposta, que se processa por meio de reflexdes e tentativas, a fim
da obtencdo de uma estratégia de resolucao. Desta forma, o aluno tomando por base o
contexto apresentado por Huntley (1985), deve perceber a possibilidade de obtengao do
termo geral da sequéncia de Fibonacci, tornando-a ndo mais recursiva, diferentemente
dos argumentos discutidos na atividade 1, estruturados na recursividade da SF.

Situagdo de Formulag¢do: como destaca Alves (2016), os alunos devem ser
estimulados a identificagdo das variaveis necessarias ¢ dos pertinentes elementos
invariantes na situacdo. Tal fase também ¢ caracterizada pela troca de informagdes
entre o aluno ¢ o meio organizado. Neste momento, ja se permite a utilizagdo de uma
linguagem adequada, mas sem formalidade obrigatoria; ou seja, existe uma organizagao
de informagdes para torna-las comunicaveis.

Nessa perspectiva, a partir da resolugdo da equagdo x> —x—1=0, o aluno terd

como resultados a:# como raiz positiva e ﬁ:% como raiz negativa. Dando

n n
prosseguimento, o aluno deve reescrever a relagao 1= o P e, com base nos resultados,
. . a-f
obter a formulagio: Fn=-L 1ey5 )1 (145 n=0123,...
Jslo2 Jslo2

Situagdo de Valida¢do: ¢ o momento de convencimento dos interlocutores sobre
a veracidade ou ndo dos argumentos apresentados a solugdo do problema. Neste caso,
o aluno deve realizar alguns célculos com a formulagdo anterior e obter os seguintes
resultados:

n n 1 _nl
¢ B,temosfl:a B:];

a-p

Para n=1,em f, =

para n=2,em ;s _ o —f" , temos
Jn o p
:(12—132 _(a=Pp) (OL+B):1,
a-p a-p ’

n n

/

ara n=3,em f; =———, temos
p n Jn oa-p

f 0B (a=p) (o +aprp)
' a-p a—p =
para n =4, temos:

L@ B (0B (o BN BN s
o-p oa-p o-p a+p=]

o’ +ap+p’=3-1=2,¢
3

fa
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Ao final, o aluno deve perceber que o teste realizado para alguns valores de n, na
formulac@o, determina, como resultados, a sequéncia de Fibonacci.

Situagdo de Institucionalizagdo: momento em que a intengdo do professor, tendo
como meio o problema proposto, ¢ revelada. Segundo Alves (2016b), este ¢ 0 momento
da mediag@o do professor, em que este deve explicitar ¢ indicar as propriedades formais
construidas a partir das discussdes nas fases anteriores. Ao retomarmos as discussdes
relativas as fases anteriores, temos elementos que permitem a caracterizagdo do modelo
matematico de obtengdo da sequéncia de Fibonacci, ndo mais recursiva, e sim explicita,
a formula de Binet.

SITUACAO 3—-AFORMULA DE BINET ESTENDIDA A

INDICES INTEIROS

Contexto: a situagdo discute a modelo de extensdo da sequéncia de Fibonacci a
indices inteiros, bem como sua relagdo com a formula de Binet. Objetivo da atividade:
apresentar o modelo de generalizagdo da sequéncia de Fibonacci para indices inteiros.
Hipotese didatica: os alunos caracterizem f,=(-1 )"+1 f, comoa féormula de Binet de
extensdo da sequéncia de Fibonacci a indices inteiros, bem como utilizem o modelo de
Binet, constituido na atividade 2, como elemento de prova/demonstracao de propriedades
da sequéncia de Fibonacci.

CONTEXTO PROPOSTO

Nos compéndios de Historia da Matematica (HM), a férmula atribuida a Binet
proporciona a obten(;ao explicita dos termos da sequéncia de Fibonacci, sendo esta
indicada por f, = o —p ,onde 121 (KOSHY, 2011), tendo esta formula sido descoberta
500 anos depois,aem 1730, por De Moivre (STILLWELL, 1989). Com base nos

argumentos, que resultados podemos estabelecer ao utilizarmos = (—1)""" f, ? Quais

suas conclusdes? Que nome ou terminologia podemos atribuir a0 modelo? Podemos

estabelecer uma demonstragdo para f =(-1)""' f.?

DESCRICAO DA SITUACAO 3 DE ACORDO COM A TSD

A partir de agora, descreveremos as realizacdes e discussoes previstas na atividade
3, de acordo com as fases da TSD.

Situagdo de A¢do: Como ja destacamos, nesta fase da TSD, cabe ao aluno de posse do
problema, buscar em seus conhecimentos, interagindo com o meio, elementos necessarios
a solucdo da situac@o proposta, que se processa por meio de reflexdes e tentativas, a fim
da obtengdo de uma estratégia de resolugdo. Dessa forma, o aluno deve perceber que, a
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partir da propriedade apresentada e ao atribuir valores para n, os resultados obtidos sdo
a extensao da sequéncia de Fibonacci a indices inteiros.

Situa¢do de Formulagdo: como destaca Alves (2016b), os alunos devem ser
estimulados a identificagdo das variaveis necessarias ¢ dos pertinentes elementos
invariantes na situagdo. Tal fase também ¢ caracterizada pela troca de informagdes
entre o aluno ¢ o meio organizado. Neste momento, ja se permite a utilizagdo de uma
linguagem adequada, mas sem formalidade obrigatoria; ou seja, existe uma organizagao
de informagdes para torna-las comunicaveis.

Assim, o aluno, ao fazer uso da relagao [, =(-1 )"*1 /- obtera alguns resultados,
como os descritos a seguir:

f=1=(=D"" f paran=1
f,=-1=(=1"" f, paran=2
fi=2=(=1)"" f, paran=3
fi=-3=(=D*"" f, paran=4
fs=5=(-1)""" f, paran=5

Ao final do procedimento, o aluno deve encontrar os seguintes resultados
(..13,-8,5-3,2,-1,1,0), estabelecendo novamente a seguinte sequéncia
(...8,-53,-2,1,-1,0,1,1,2,3,5,8,....), fato ja conhecido da atividade 1.

Situacgdo de Validagao: ¢ o momento de convencimento dos interlocutores sobre a
veracidade ou ndo dos argumentos apresentados a solucao do problema. Neste caso, ja
se deve utilizar uma linguagem mais formalizada e mecanismos de prova.

Desse modo, o aluno deve determinar matematicamente a relacao f,=(-1 )"*] f
como modelo que permite a obtencao dos numeros de Fibonacci estendidos a indices
inteiros e que esta formulag@o possui conexao direta com a formula de Binet. Do ponto
de vista matematico, este deve realizar o seguinte procedimento, a partir da formula de
Binet:

o -p" _ (/o) -(1/B)

= ap a—p
Em seguida, observar que
PPN ) i G NP Kt
=t f, = =0

>

concluindo que f~ L= (-1 )n+1 fn '

Situagdo de Institucionalizagdo: momento em que a intengdo do professor, tendo
como meio o problema proposto, ¢ revelada. Segundo Alves (2016b), este ¢ 0 momento
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da mediagdo do professor, em que este deve explicitar e indicar as propriedades formais,
construidas a partir das discussdes nas fases anteriores. Com isto, ao retomarmos as
discussdes das fases anteriores, temos condigdes de determinarmos £, =(-1)"" f,
como a formula de Binet de extensdo dos nimeros de Fibonacci a indices inteiros, € de
a utilizarmos como elemento de prova/demonstracao de propriedades da SF.

SITUACAO 4 —- FUNCOES GERADORAS E A SEQUENCIA
DE FIBONACCI

Contexto: a situagdo apresenta a possibilidade de obtencdo da sequéncia de
Fibonacci com indices inteiros, a partir do desenvolvimento de fungoes geradoras. Objetivo
da atividade: apresentar e discutir os modelos de generalizagdo da sequéncia de Fibonacci
relativos a outros contextos matematicos. Hipotese didatica: os alunos caracterizam a
sequéncia de Fibonacci a partir de outros contextos matematicos que ndo sejam somente
a modelizagdo do problema dos coelhos.

CONTEXTO PROPOSTO

Como destaca Huntley (1985, p.144-145), “os numeros de Fibonacci aparecem
de novo em um contexto totalmente diverso”. Nesse sentido, o autor argumenta que, ao
determinarmos alguns dos primeiros coeficientes do desenvolvimento de x/(1-x-x*)

através de divisdo direta, forma-se a série de Fibonacci. Com base no que sugere Huntley

(1985), 0 que obteremos em 1 Y- Quais suas conclusdes? Que nome ou terminologia
—X—X

podemos atribuir aos resultados obtidos? Que conclusdes podemos estabelecer para

X,

I+x—x°

DESCRICAO DA SITUACAO 4 DE ACORDO COM A TSD

A partir de agora, descreveremos as realizagdes e discussoes previstas na atividade
4, de acordo com as fases da TSD.

Situag¢do de A¢do: Como ja destacamos, nesta fase da TSD, cabe ao aluno, de
posse do problema, buscar em seus conhecimentos, interagindo com o meio, elementos
necessarios a solu¢do da situagdo proposta, que se processa por meio de reflexdes e

tentativas, a fim da obten¢do de uma estratégia de resolugdo. Nesse sentido, o aluno deve

e . ~ ’ e~ AL e X
iniciar a resolucdo através da divisdo dos polindmios 1 X S=2¢€ 1 S=7.
—X—X +X—X

Situacao de Formula¢do: como destaca Alves (2016b), os alunos devem ser
estimulados a identificagdo das varidveis necessarias e dos pertinentes elementos
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invariantes na situacdo. Tal fase também ¢ caracterizada pela troca de informagdes
entre o aluno e o meio organizado, neste momento, ja se permite a utilizacdo de uma
linguagem adequada, mas sem formalidade obrigatoria; ou seja, existe uma organizacao
de informagdes para torna-las comunicaveis. Desse modo, o aluno deve realizar as
divisdes das fungdes racionais, de acordo com os procedimentos que apresentamos a
seguir, iniciando com os relativosa __ X _,.
l-x—x°
X | l-x—x"
—x+x"+x x+X7+2x0 +3x%
¥ +x
-’ +x +xt
2x° +x*
-2x7 +2xt +2x°
3xt+2x°

Dando continuidade, apresentamos os procedimentos relativos a divisdo de
X
=7

Il+x—x*
X l+x—x2
2 3 2 3 4
—X—-X"+x X—x"4+2x =3x"+.....
—x?+x
2 3 4
X +x —x
4
2% —x

2x = 2%t +2x°
“3xt+2x°

Situagdo de Validagao: ¢ o momento de convencimento dos interlocutores sobre a
veracidade ou ndo dos argumentos apresentados a solu¢@o do problema. Neste caso, ja
se deve utilizar uma linguagem mais formalizada e mecanismos de prova. Ao realizar as
divisdes anteriores, este deve encontra como resultados 1% =lx+1x"+2x0 +3x 4

—X—X

X ~ ~ - A . . , .
e P lx—1x* +2x’ —3x* +....., resultados que ndo sdo polindmios, e sim, séries de
—X—X

poténcia que tem por coeficientes os ntimeros de Fibonacci, em sua forma normal e
estendida, respectivamente.
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Situagdo de Institucionalizagdo: momento em que a intengdo do professor, tendo
como meio o problema proposto, ¢ revelada. Segundo Alves (2016b), este ¢ 0 momento
da mediag@o do professor, em que este deve explicitar e indicar as propriedades formais
construidas a partir das discussdes nas fases anteriores. Assim, ao retomarmos as
discussdes podemos evidenciar a possibilidade de obtencao da sequéncia de Fibonacci,
a partir de outros contextos matematicos que ndo sejam somente a modelizagdo do
problema dos coelhos, no caso, o estudo das func¢des geradoras de obtengao da sequéncia
de Fibonacci na forma normal e estendida.

Abordamos, nesta se¢do, os procedimentos seguidos com as orientagdes da
TSD necessarios a elaboragao das situagdes-problema que seriam utilizadas na fase de
experimenta¢@o da pesquisa e que tinham, por finalidade, a exploracdo de algumas das
propriedades relacionadas ao processo de generalizagdo e extensdo da SF.

CONSIDERACOES FINAIS

Do percurso seguido, destacamos que a utilizagao da ED em associagdo com a TSD
nos permitiu a organizagdo da pesquisa em etapas condizentes com nossos objetivos.
Dessa forma, ao realizarmos as analises preliminares, construimos a fundamentagdo
tedrica do objeto matematico de estudo, a SF. Esta etapa nos permitiu identificarmos
e descrevermos outras propriedades de generalizacdo da sequéncia de Fibonacci,
caracterizando, desse modo, o alcance dos objetivos relativos a analisar o desenvolvimento
historico-matematico-epistemologico de generaliza¢do da sequéncia de Fibonacci,
através da formula de Binet.

Dando seguimento, orientados pela fundamentacdo teodrica da SF, realizada nas
analises preliminares, tinhamos o suporte tedrico necessario a ser explorado na concepgao
e na analise a priori, etapas em que estruturamos todo o plano de agdo e as situacdes
didaticas aplicaveis, na experimentacdo. Nesse sentido, conseguimos descrever quatro
situagoes didaticas envolvendo o modelo de generalizacdo da sequéncia de Fibonacci.

Vale destacar que as etapas discutidas foram essenciais a organiza¢ao das etapas
seguintes da pesquisa, sendo estas, de acordo com a ED, a experimentagdo, a andlise a
posteriori e a valida¢do. Concluimos esperando que o percurso metodoldgico seguido
em suas etapas seja uma referéncia de orientagdo a organizagdo de outras pesquisas,
fundamentadas nas orientagdes da ED em articulagdo com a TSD.
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