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RESUMEN

El objetivo de esta investigacion es identificar caracteristicas del proceso de génesis
instrumental en el aprendizaje del concepto de recta tangente a una curva cuando se usa GeoGebra
como recurso tecnoldgico. Disefiamos un experimento de ensefianza con 11 estudiantes de primer
curso de educacion pos-obligatoria (16-17 afios) considerando una descomposicion genética del
concepto de recta tangente. El andlisis de los procesos de resolucion de los problemas nos ha
permitido identificar tres caracteristicas de la génesis instrumental: (i) el uso de la aproximacion
lineal a una curva, (ii) la mediacion semiotica, y (iii) la coordinacion de las concepciones cartesiana y
leibniziana de la recta tangente. Estas caracteristicas ayudan a explicar la relacion entre los esquemas
de uso (uso de los comandos del programa-artefacto) y los esquemas de accioén instrumental (uso
de los significados del concepto) generados durante la resolucion de los problemas.

Palabras clave: Génesis Instrumental, Recta tangente, Aprendizaje matematico, Herramientas
tecnoldgicas.

Instrumental Genesis of the Concept of Tangent Line

ABSTRACT

This research study has as goal to identify features of Instrumental Genesis in the learning
of tangent line concept using GeoGebra. We design a teaching experiment with 11 high school
students (16-17 years-old) considering a Genetic Decomposition of the tangent line concept. We
have identify three features of high students’ instrumental genesis: (i) the use of lineal approximation
to a function, (ii) the semiotic mediation, and (iii) the coordination between Cartesian and Leibniz
conceptions of tangent line. These features help us to explain the relation between the instrumented
action schemes (taking account the operative invariants) and usage schemes (use of commands of
technological resource) during the solving problem.
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INTRODUCCION

La tecnologia se esta incorporando al aula de matematicas y forma parte del
entorno de aprendizaje de los estudiantes (Faggiano, Ferrara y Montone, 2017; NCTM,
2015). Esta situacion genera cuestiones sobre el papel que desempefian los recursos
tecnologicos en el proceso de ensefianza-aprendizaje de las matematicas (Algahtani y
Powell, 2016,2017; Boigues, Estruch y Llinares, 2010). Por ejemplo, el uso de un software
de geometria dinamica como el GeoGebra, permite a los estudiantes explorar los objetos
matematicos, realizar conjeturas, validarlas y justificar sus resultados (Artigue, 2002;
Arzarello, Olivero, Paola y Robutti, 2002, Stahl, 2015; Orts, Llinares y Boigues, 2016a).
Ademas, los recursos tecnologicos son instrumentos de mediacion semiotica gracias a
su potencialidad para presentar simultaneamente varias representaciones de un mismo
objeto matematico (Lagrange y Artigue, 2009; Maschietto, 2008; Drijvers y Trouche,
2008). En esta investigacion nos planteamos estudiar el papel que puede desempenar el
uso de un recurso tecnoldgico como GeoGebra en el aprendizaje de conceptos de Analisis
Matematico en la educacion pos-obligatoria (16-17 afos). En particular el concepto de
recta tangente a la grafica de una funcién en un punto.

En el curriculo espaiiol, los estudiantes acceden por primera vez al concepto de recta
tangente durante el primer curso de la Educacion Secundaria Obligatoria (12 afios) y lo
hacen desde un punto de vista geométrico. En ese momento se les define a través de un caso
particular, la recta tangente a la circunferencia es la recta que toca a la circunferencia en un
solo punto, y consecuentemente la recta rozaria a la circunferencia sin atravesarla. Es decir,
la recta tangente es aquella recta que toca la circunferencia pero no la corta (concepcion
euclidea). Cuando los estudiantes llegan al primer afio de educacion pos-obligatoria (16
afios) se les define la recta tangente a la grafica de cualquier funcion desde el punto de
vista del Analisis Matematico como la posicion limite de las rectas secantes (que refleja
una concepcion cartesiana). Este planteamiento curricular implica un cambio desde la
concepcidn euclidea estudiada en el primer ailo de la educacion obligatoria (12 afios) a
una concepcion analitica introducida en el primer afio de la educacion pos-obligatoria (16
afios). Este cambio genera dificultades en los estudiantes (Orts, 2017). En esta situacion,
se plantean cuestiones relativas a si los recursos tecnologicos, y en particular el software
GeoGebra, pueden ayudar a favorecer la transicion desde la concepcion euclidea a la
cartesiana del concepto de recta tangente a una curva.

MARCO TEORICO: LA GENESIS INSTRUMENTAL

La génesis instrumental conjuga aspectos cognitivos y antropoldgicos que pueden
ser usados para explicar los procesos de aprendizaje de los estudiantes cuando usan
recursos tecnologicos al resolver problemas (Artigue, 2007). Uno de los puntos basicos
de esta teoria es la diferencia entre artefacto e instrumento. El artefacto es la herramienta
propiamente dicha, mientras que hablamos de instrumento cuando el usuario establece una
relacion significativa con la tarea a realizar a través del instrumento (Verillon y Rabardel,
1995). Es decir, el artefacto es dado, mientras que el instrumento es construido por el
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usuario a través de la actividad realizada. Desde este punto de vista, el uso de un artefacto
puede mejorar las habilidades de un estudiante, si bien esto puede afectar a cuestiones
de caracter conceptual que deben examinarse.

El proceso por el que un artefacto se convierte en instrumento se denomina génesis
instrumental (Drijvers, Kieran y Mariotti, 2010). La génesis instrumental consiste en la
formacion de esquemas instrumentales (que pueden ser de uso o de accion instrumental)
entendidos como formas estables de tratar determinadas tareas por parte del estudiante.
En la génesis instrumental podemos observar dos procesos. El primero, denominado
instrumentalizacion, se dirige del sujeto hacia al artefacto y en él se desarrollan esquemas
de uso, relacionados con la manipulacion técnica del artefacto. Esquemas de uso son,
por ejemplo, encender un ordenador, ajustar el contraste de la pantalla, elegir una tecla
determinada de una calculadora o saber usar el zoom en GeoGebra (Trouche, 2004). Con
el segundo proceso, llamado instrumentacion, el sujeto desarrolla esquemas de accion
instrumental, que son aquellos relacionados directamente con el uso del artefacto con
vistas a realizar una tarea. Es decir, estos esquemas permiten al estudiante entender las
potencialidades y restricciones del artefacto para la resolucion de una actividad matematica
y se constituyen progresivamente en técnicas que permiten una respuesta efectiva al
reconocer invariantes en la resolucion de las tareas (uso del conocimiento mediado por
el artefacto). Un ejemplo de esquema de accion instrumental es el calculo del limite de
una funcion (Trouche, 2004). Aqui, los esquemas de uso estan dirigidos al manejo del
artefacto mientras que los esquemas de accion instrumental son los que ponen en juego
los significados del concepto de limite que permiten resolver la actividad. Para que un
artefacto se convierta en instrumento, el estudiante debe apropiarse del artefacto a través
del proceso de instrumentalizacion. Para ello, los estudiantes necesitan adquirir esquemas
instrumentales que les van a permitir resolver problemas.

La génesis instrumental teoriza la relacion entre los estudiantes y los instrumentos
cuando resuelven tareas matematicas. Es decir, como los estudiantes interactiian con los
artefactos que median su actividad matematica durante la resoluciéon de un problema
llegando a convertirlos en instrumentos. Rabardel y Beguin (2005) subrayan que el
instrumento es una entidad mixta nacida tanto del usuario como del artefacto. Es decir,
el instrumento es un ente doble, parte correspondiente al artefacto y parte psicoldgica
como utilizacion de esquemas (Algahtani y Powell, 2016).

Es importante sefialar que la utilizacion de un artefacto no es neutral para el sujeto
pues el artefacto introduce en el sujeto una actividad cognitiva de construccion o de
evolucion de esquemas instrumentales (Rabardel, 1995). La estructura y la funcionalidad
de los artefactos configuran la forma en que un alumno utiliza dicho artefacto, lo que
da lugar a la formacion del pensamiento del estudiante. Por otro lado, las interacciones
de los estudiantes con el artefacto también configuran dicho artefacto y como es usado
(Algahtani y Powell, 2016).

Guin y Trouche (1999) muestran las diferencias en los procesos de instrumentacion
en funcion de la complejidad del entorno tecnologico (software) utilizado. Cuanto mas
complejo es el artefacto mas simple parece la actividad, pues en la mayoria de ocasiones,
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esta se reduce a aplicar un solo comando en el que el proceso interno queda enmascarado
y se hace mas dificil para el estudiante realizar un control eficiente del instrumento. Por
tanto, la eleccion del artefacto que proponemos a los estudiantes es un factor crucial para
el desarrollo de la génesis instrumental.

Desde estas referencias nos planteamos identificar caracteristicas del proceso de
génesis instrumental en el aprendizaje del concepto de recta tangente a una curva cuando
se usan recursos tecnoldgicos que favorecen la transicion desde una concepcion euclidea
a una concepcion cartesiana.

METODO

Participantes

Once estudiantes de primer curso de educacion pos-obligatoria (16-17 afios)
organizados en cuatro parejas y un grupo de tres. Cada grupo de estudiantes resolvia
las tareas planteadas con un ordenador. Estos estudiantes poseen inicialmente una
concepcion geométrica global de recta tangente, asociada a una circunferencia, a la que
hemos denominado concepcion euclidea. El objetivo del experimento de enseianza era
que los estudiantes construyeran, a partir de la reflexion sobre los efectos producidos
por las actividades realizadas, una concepcion local de recta tangente a la grafica de
una funcion, a la que hemos denominado concepcion cartesiana. Para el transito desde
la concepcion euclidea a la cartesiana nos valemos de la linealidad local de una funcion
en el entorno de un punto en el que la funcidn es derivable (concepcion leibniziana) ya
que al prolongar el segmento en el que se encuentra el punto de tangencia obtenemos
la recta tangente.

Experimento de enseiianza

Diseflamos un experimento de enseflanza para estudiantes de primer curso de
educacion pos-obligatoria (16 afios) con el objetivo de ayudarles a superar el obstaculo
cognitivo generado por la concepcion euclidea de la recta tangente cuando se aplica
a cualquier tipo de curva. El experimento de ensefianza se disefio considerando
una descomposicion genética del concepto de recta tangente, que se apoya en la
concepcion leibniziana mediante la interiorizacion de la concepcion cartesiana (Orts
et al., 2016b).

Como recurso tecnolégico usamos GeoGebra. Una de las caracteristicas de
GeoGebra es su facilidad de uso frente a otros asistentes ya que el uso de los comandos
en GeoGebra es intuitivo. Por ejemplo, se puede escribir directamente la expresion
de la funcién en la barra de entrada y esta aparece representada graficamente. Otros
esquemas de uso, como por ejemplo el zoom, se pueden seleccionar directamente
del menu de la Vista Grafica. Ademas, la posibilidad de compartir la vista grafica y
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algebraica en la pantalla del ordenador facilita la conversion del lenguaje simbodlico
al grafico potenciando la mediaciéon semidtica en el proceso de construccion de
significados del concepto. Los esquemas de uso estan relacionados con todas aquellas
acciones que el estudiante debe conocer acerca del software GeoGebra para poder
utilizarlo, mientras que los esquemas de accion instrumental se refieren a las acciones
que los alumnos realizan con un propdsito determinado durante la resolucioén de un
problema.

El experimento de ensefianza constaba de doce actividades que los estudiantes
debian resolver en cuatro sesiones y fueron disefiadas con el objetivo de favorecer la
construccion del concepto de recta tangente desde la concepcion cartesiana. En nuestro
experimento de ensefanza hemos definido la recta tangente a partir de la concepcion
leibniziana, ayudandonos del recurso del zoom de GeoGebra (Figura 1), para luego
coordinar dicha concepcion con la cartesiana con la ayuda de un deslizador (comprobando
que la recta en la que la grafica de la funcion se convierte al hacer zoom en el entorno
del punto es la recta limite de las rectas secantes).

-
i
- X = pe |

Figura 1. Uso del zoom de GeoGebra para comprobar la linealidad local de una funcién

Las tareas se diseflaron para que el uso del GeoGebra permitiera poner de
manifiesto las limitaciones de la concepcion euclidea del concepto de recta tangente
con el que los estudiantes entran en el primero curso de la educacion pos-obligatoria
(Figura 2).

Las sesiones del experimento se grabaron con el programa CamStudio©. Este
programa es un software instalado en el ordenador que con una web-cam registra las
interacciones verbales de los estudiantes durante la resolucion de las actividades y las
manipulaciones que cada grupo realizaba con el ordenador, en concreto, las que realizaba
con GeoGebra.
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Act.4: Recta tangente en un punto anguloso
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Act.3: Recta tangente alarecta »= % +1

Figura 2. Actividades 1 a 4 de la sesién 1 cuya finalidad era mostrar las limitaciones de la concepcién euclidea

Analisis

Después del experimento de ensefianza analizamos las respuestas de los cinco grupos
de estudiantes a las doce tareas. Para atender a la génesis instrumental identificamos los
esquemas de uso y de accion instrumental que se ponian de manifiesto durante la resolucion
de las tareas. Para ello analizamos todos los registros de los datos y nos fijamos en el papel
que desempeiian los recursos tecnoldgicos en aquellos momentos en los que habiamos
identificado una caracteristica del aprendizaje conceptual dada por la descomposicion
genética del concepto de recta tangente entendida como un modelo de progresion en la
construccion del concepto (Orts, 2017).

RESULTADOS

En esta seccion presentamos tres caracteristicas de la génesis instrumental
identificadas en el aprendizaje del concepto de recta tangente a una curva cuando usamos
GeoGebra para favorecer la transicion desde una concepcion euclidea a una concepcion
cartesiana:

el desarrollo del esquema de accion instrumental que genera la concepcion
leibniziana mediante el esquema de uso del zoom;

Esquema de uso de los modos de representacion manifestados en la generacion
de esquemas de accion instrumental de mediacion semiotica y las aproximaciones por
tanteo, y
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Esquema de uso del deslizador en la generacion del esquema de accion instrumental
de coordinacion de las concepciones cartesiana y leibniziana.

Esquema de uso del zoom y esquema de accion instrumental
que genera la concepcion leibniziana del concepto de recta
tangente

Laactividad 3 de la sesion 2 tenia como objetivo la interiorizacion de la concepcion
leibniziana.

Actividad 3 Sesion 2: Dada la curva f(x) = 2x% — X, averigua cual de las siguientes rectas es
17x—12

tangente a f{x) enx=1:a) ¥ = 3x-2;b)y = ,

En la resolucion de esta actividad, los estudiantes del grupo 4 usan el esquema
de uso del zoom para comprobar qué ocurre con las graficas de la funcion y de la recta
tangente en el entorno de un punto donde la funcion es derivable. De esta manera, se
puede evidenciar el esquema de accion instrumental que permite interiorizar la concepcion
leibniziana de la recta tangente para comprobar como en el punto en que la funcion es
derivable, la grafica de la funcion y la de la recta tangente se superponen (Figura 3).

Actividad 3 Sesion 2: Dada la curva, f(x) = 2x% — X, averigua cudl de las siguientes rectas es
17x—12
tangenteenx=1:2) y = 3x —2;b) y = —

Los estudiantes S y K, integrantes del grupo 4, representan graficamente la funcion y las dos rectas
y razonan del modo siguiente:

S: Estan muy juntas una de la otra pero una serd recta tangente y la otra no.

[realizan un zoom]

K: Es que se cruzan, ;jno?

===
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K: Mira podemos observar que en este punto practicamente se juntan.

S: Vamos a intentar aproximarnos bien porque asi se mezcla un poco todo.
K: Si, porque se juntan las dos.

S: Se mezcla, no sé cual es cudl.

[cambian el color de las rectas]

S: Vale ahora mejor. Si, la curva y la recta verde son las que se confunden.

O o ptyp L}

S: Parece que esté una sobre la otra, entonces esa es la tangente.

K: Si.

S: Entonces es la opcion a, y=3x-2.

K: Si, es esa.

S: Vale.

K: Se confunden.

S: Si, al no cambiar el color no lo veiamos bien porque se mezcla mucho...

K: Ya.

S: ... pero si nos fijamos, en el punto ese al aproximarnos lo hemos visto que se confunden mucho.
K: Una pasa encima de la otra, entonces esa tiene que ser la recta tangente.

S: Claro, entonces la recta tangente es esta.

Figura 3. Protocolo de actuacion del grupo 4 en el que se muestra como han interiorizado la concepcion
leibniziana con la ayuda del zoom de GeoGebra
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Mientras que los estudiantes del grupo 1, aunque conocen el esquema de uso del
zoom, no son capaces de crear el esquema de accion instrumental correspondiente que les
permita visualizar la concepcion leibniziana. Esto estudiantes no hacen los zooms necesarios
para llegar a la superposicion de las graficas lo que evidencia que siguen anclados en una
concepcion euclidea de la recta tangente (la toca pero no la corta), si bien han cambiado su
concepcion global euclidea por la correspondiente version local (Figura 4).

Actividad 1 Sesion 4: Obtén la ecuacion de la recta tangente a la curva f{x) = x* en el punto de
. . 1 . .
abscisa x=1. Opciones: a) x=1; b) y=2x-1; ¢) y=x — > d) ninguna de las anteriores.
Los estudiantes del grupo 1 representan graficamente la funcion f(x) =x?y las candidatas a ser rectas

tangente a la curva. A continuacion concluyen, tras hacer un zoom, que la recta tangente es y=2x-1 pues
“al ampliarla se ve que la toca pero no la corta; y las otras, pues la cortan”.

GeoGebra =l

Archvo EGla Vista Opciones Hemamientas Ventana Ayuds Aprie se3i0n

BEEDCoEND :

©0. 120 a

g

oo
BER
<< x
griox

Figura 4. Protocolo de actuacion del grupo 1 en el que se muestra como usan la concepcion euclidea en modo
local con la ayuda del zoom de GeoGebra

A partir de los protocolos en las Figuras 3 y 4, observamos como los estudiantes
han desarrollado un esquema de accion instrumental de cambio de color de las graficas.
Por defecto, la version de GeoGebra usada en el experimento representa todas las graficas
con idéntico color, por lo que no es sencillo identificar la ecuacion de la funciéon con
su correspondiente grafica. Esto lo solucionan los estudiantes cambiando el color de
las graficas (cada funcion se representa con un color diferente) para poder discriminar
graficamente cual de las rectas propuestas es la recta tangente buscada.

Esquema de uso de los modos de representacion y el esquema

de accion instrumental de mediacion semiodtica

Otros esquemas de accion instrumental identificados son el uso de la representacion
grafica de una funcion para coordinar los registros grafico y analitico. Por ejemplo,

los estudiantes del grupo 2 han resuelto la actividad 3 de la sesion 4 mediante un
procedimiento analitico-algebraico y asi obtienen que la recta tangente pedida tiene
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ecuacion y= -2x+3,75. A continuacion, representan graficamente la funcién inicial, la
recta dada y la recta encontrada que debia ser, por un lado, tangente a la grafica de la
funcién y, por otro, paralela a la recta inicial. Con este esquema de accion instrumental,
que usa la representacion grafica de funciones con GeoGebra, los estudiantes son capaces
de coordinar los registros grafico y analitico y asi, comprobar en el registro grafico la
validez de la solucion obtenida en el registro analitico (Figuras 5y 6).

Actividad 3 Sesion 4: Obtén la recta tangente a y = x*— 3x + 4 paralela a y=-2x+1.

Los estudiantes del grupo 2 resuelven la actividad por un procedimiento analitico y posteriormente
comprueban graficamente que la solucion obtenida es correcta.

S: Larecta es igual a -2x + 3,75.

E: Ponla ahi a ver si...

[representan graficamente la funcion y las dos rectas]

= i

ol [E]

E: Sique es.

Figura 5. Protocolo de actuacion del grupo 2 en el que se muestra como los estudiantes coordinan los registros
grafico y analitico con la ayuda de GeoGebra

Esquema de uso de los modos de representacion para resolver
problemas por tanteo

Otro ejemplo de este esquema de accion instrumental lo vemos en la manera en la
que los estudiantes del grupo 5 resuelven la actividad 5 de la sesion 4:

Actividad 5 Sesion 4: Una determinada funcion f(x) pasa por el punto (1,2). Ademas se sabe que
su derivada en x=1 vale 3, es decir, f*(1)=3. Obtén de manera aproximada el valor de f(1,027). Esboza un
grafico que explique tu respuesta.

En primer lugar los estudiantes calculan analiticamente la recta tangente a la grafica
de la funcion en el punto x=1, obteniendo la recta y=3x-1. A continuacion, la utilizan para
aproximar el valor de la funcién en un entorno del punto (x=1,027). Es decir, y=3-1,027
-1, o sea, y=2,081 con lo que concluyen que (1,027)~2,081.
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A la hora de representar un grafico que explique la situacion, identifican la funcién
original con f{x)=x’+1, es decir, realizan una integral sin conocer dicho concepto, buscando
una funcion que pase por el punto (1,2) y cuya derivada en x=1 sea 3.

Para comprobar graficamente la solucion analitica recurren al esquema de accion
instrumental correspondiente. Asi, representan graficamente la funcion original obtenida
y la recta, comprobando que la recta es tangente a la grafica de la funcion en el punto
(1,2). Para ello se valen del zoom para desarrollar un esquema de accién instrumental
que les permite ver que en el entorno del punto la grafica de la recta y la de la funcion
se superponen (Figura 6).

A: Esta perfecto.

Figura 6. Protocolo de actuacion del grupo 5 en el que se muestra como los estudiantes desarrollan un
esquema de accioén instrumental para coordinar los registros grafico y analitico
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Un esquema de accidn instrumental en el que combinan un método de tanteo
numérico con la representacion grafica de funciones con GeoGebra es el que usan
los estudiantes del grupo 1 para resolver la actividad 3 de la sesion 4:

Actividad 3 Sesion 4: Obtener la recta tangente a y = x? - 3x + 4 paralela a y=-2x+1 |

Para obtener la ecuacion de la recta tangente a la parabola dada y que sea paralela
a la recta y=-2x+1, los estudiantes recurren a un método grafico de tanteo. Es decir,
usan la representacion grafica de una funcion en GeoGebra como un esquema de
uso que les permite resolver esta actividad por lo que evidencian que han generado
un esquema de accion instrumental usando la forma analitica de una funcion afin
(y=ax+b).

Como estos estudiantes saben que la recta pedida sera de la forma y=-2x+n por
ser paralela a la recta dada, prueban primero con la recta y=-2x+3. Al representar
conjuntamente en GeoGebra la parabola y la recta ven que esta no es la recta tangente
que estan buscando (Figura 7).

A continuacion, prueban con la recta y=-2x+4 y comprueban, de nuevo mediante
la representacion grafica, que dicha recta tampoco es tangente a la grafica de la funcion.
Como ven que la recta buscada debe estar entre ambas rectas anteriores, prueban
con una recta que tenga una ordenada en el origen entre los valores anteriores, es
decir, entre n=3 y n=4. Asi, en este caso proponen como recta tangente la recta y=-
2x+3,5. De nuevo, y a partir de la representacion grafica comprueban que tampoco
se trata de la recta buscada. Por ultimo, dan con la solucién probando con la recta
y=-2x+3,75.
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Figura 7. Protocolo de actuacion del grupo 1 en el que se muestra cémo los estudiantes del grupo 1 utilizan
un esquema de accion instrumental para resolver un problema por tanteo numérico con la ayuda de la
representacion grafica de GeoGebra

Esquema de uso del deslizador y el esquema de accion
instrumental de coordinacion de las concepciones cartesiana y
leibniziana

El uso del deslizador (esquema de uso) permiti6 a los estudiantes visualizar de
una manera dindmica la convergencia de las rectas secantes a la recta tangente lo que
permite asumir la generacion de un esquema de accion instrumental de coordinacion de
las concepciones cartesiana y leibniziana. Por ejemplo, mediante un deslizador (definido
como la distancia % entre las abscisas del punto de tangencia y del otro punto que se
considera para obtener la recta secante) se puede introducir la convergencia como un
proceso dindmico. En la Figura 8 la recta tangente viene representada en color verde (los
estudiantes comprueban que efectivamente es la recta tangente mediante sucesivos zooms
verificando que en el entorno del punto de tangencia las graficas de la recta tangente y la de
la funcion se superponen). Variando el deslizador (en esta figura aparece inicialmente con
valor /2 = 2) se crean las condiciones para visualizar la convergencia de las rectas secantes
a larecta tangente. Esta situacion permite relacionar la tendencia de las pendientes de las
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rectas secantes con la derivada de la funcién en dicho punto visto a través de la recta a
la que converge la sucesion de rectas secantes al mover el deslizador.

deslizador

h=2

deslizador |

h=1 r T 3 T . L Y X ~

deslizador
h=0.1

Figura 8. Esquema de accion instrumental que usa un deslizador de GeoGebra para mostrar de manera
dinamica la convergencia de las rectas secantes a la recta tangente y permite la transicién desde la concepcion
leibniziana de recta tangente a la concepcion cartesiana

DISCUSION Y CONCLUSIONES

Los resultados de esta investigacion nos han permitido identificar tres caracteristicas
de génesis instrumental en la construccion de la concepcion cartesiana de la recta tangente
en estudiantes de primer curso de educacion secundaria pos-obligatoria (16 afios). Las tres
caracteristicas del proceso de génesis instrumental identificadas ponen de manifiesto la
relacion entre el uso de los comandos de GeoGebra y la constitucion de esquemas de accion
instrumental que usan los significados del concepto y los mecanismos constructivos de
conocimiento (tanteo, generalizacion, coordinacion,...). Ademas, el uso de los comandos
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representacion grafica de una funcion, el zoom o el cambio de color de la grafica de una
funcién, entendidos como esquemas de uso, no constituyeron ninguna dificultad para
los estudiantes. De esta manera, la evidencia de la existencia de esquemas de accion
instrumental la podemos vincular a formas de usar el conocimiento.

Estas caracteristicas se manifiestan en (i) la relacion entre el esquema de uso del
comando zoom y la generacion de la concepcion leibniziana de recta tangente (esquema
de accion instrumental); (ii) el uso de los modos de representacion y los esquemas de
accion instrumental puestos de manifiesto por la mediacion semiotica y las aproximaciones
por tanteo a la resolucion de problemas; y finalmente, (iii) el uso del comando deslizador
para generar la coordinacion de las concepciones cartesiana y leibniziana del concepto
de recta tangente (esquema de accion instrumental). En estas caracteristicas de los
procesos de génesis instrumental generados, los recursos tecnologicos desempefian un
papel fundamental al permitir:

visualizar la idea de linealidad local de una funcion en el entorno de un punto
en el que la funcion es derivable (concepcion leibniziana) ya que al prolongar
el segmento en el que se encuentra el punto de tangencia obtenemos la recta
tangente.

- superar las limitaciones de la concepcion de recta tangente como aquella que
toca la circunferencia pero no la corta (concepcion euclidea, valida inicamente
para las conicas).

- coordinar las concepciones cartesiana y leibniziana (visualizando graficamente
de forma dinamica la convergencia de las rectas secantes a la recta tangente
previamente definida).

- visualizar la recta tangente como mejor aproximacion lineal de una funcion en
el entorno de un punto.

El zoom y el deslizador de GeoGebra han desempeiiado un papel crucial en la
progresion en el aprendizaje de los estudiantes. Por un lado, el uso del zoom ha favorecido
la construccion del significado de la linealidad local de una funcion (concepcion
leibniziana). Esto ha permitido definir la recta tangente sin necesidad de realizar un paso
al limite como ocurre en la concepcion cartesiana. Por otro, el deslizador ha permitido
coordinar la concepcion cartesiana y la leibniziana. Esta faceta del GeoGebra como
mediador ha facilitado el progreso de los estudiantes hacia niveles sofisticados de
pensamiento. Cuatro de los cinco grupos de estudiantes en el experimento han interiorizado
el concepto de recta tangente pues son capaces de coordinar diferentes registros como el
grafico, el analitico-numérico y el analitico-algebraico.

Como conclusiones podemos destacar tres aspectos. Primero, el enorme potencial del
recurso tecnologico (GeoGebra) en el proceso de ensefianza-aprendizaje principalmente a
través de la visualizacion. GeoGebra ha ayudado a transitar desde la concepcion euclidea a
la concepcion cartesiana de recta tangente con la mediacion de la concepcion leibniziana y
mediante la coordinacion de los registros grafico y analitico. La visualizacion que permite
GeoGebra ayudo a los estudiantes a interiorizar la concepcion leibniziana con la ayuda del
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zoom (como definicion de la recta tangente), a mostrar las limitaciones de la concepcion
euclidea (aplicable inicamente a las conicas) o a ver la convergencia dindmica de las
rectas secantes a la recta tangente con la ayuda del deslizador.

Segundo, este recurso tecnoldgico favorece la coordinacion de los registros grafico
y analitico y asi permite, por un lado, comprobar graficamente las soluciones obtenidas
de forma algebraica o numérica, y por otro, ayuda a que los estudiantes construyan
un concepto de recta tangente mas completo al permitir relacionar todos los registros:
grafico, analitico-algebraico y analitico-numérico. En el experimento de ensefanza
se constatd que la actividad de los alumnos, en contextos tecnologicos disefiados ad
hoc, donde se integran diferentes tipos de representaciones interrelacionadas, ayuda a
avanzar en la construccion del concepto de recta tangente. La interaccion y el dinamismo
facilitaron a los estudiantes la coordinacion interna entre las representaciones analiticas
y geométricas de este concepto (Duval, 2006). Nuestros resultados estan en consonancia
con los obtenidos por Maschietto (2008) o Lagrange y Artigue (2009) en el sentido de
que los recursos tecnologicos son instrumentos de mediacion semidtica gracias a su
potencialidad para presentar simultineamente varias representaciones de un mismo
concepto y para favorecer la interaccion y el dinamismo. Por otra parte, como sefialan
Kieran y Drijvers (2006), algunas investigaciones que retinen el uso de lapiz y papel y
los entornos tecnologicos muestran que el valor epistémico de técnicas de lapiz y papel
parecen jugar un papel no s6lo complementario, sino esencial. Por ello, consideramos
que la combinacion e integracion de ambos tipos de técnicas, tal como se ha hecho en el
experimento de ensefianza, ha enriquecido su valor epistémico.

Finalmente, el recurso tecnoldgico usado ha facilitado el que los estudiantes
progresen hacia niveles de pensamiento mas sofisticados al permitirles experimentar
o comprobar conjeturas que les ayudan a construir un concepto de recta tangente mas
completo. Por ejemplo, en la actividad 3 de la sesion 4 del experimento de ensefianza
en la que se pide obtener la recta tangente a una funcion paralela a otra recta dada, los
estudiantes del grupo 1 saben cudl es la pendiente de la recta tangente por ser paralela ala
recta dada, pero desconocen su ordenada en el origen. Para obtenerla van tanteando con
diferentes valores y viendo graficamente qué ocurre con cada uno de ellos hasta llegar a la
solucion. Esta forma de proceder con lapiz y papel y sin la ayuda del recurso tecnologico
seria totalmente inviable. Estos resultados estan en linea con las conclusiones obtenidas
por Arzarello et al. (2002) y Artigue (2002) relativas a que los recursos tecnologicos
permiten a los estudiantes explorar los objetos matematicos, conjeturar sobre ellos, validar
dichas conjeturas y justificar sus resultados.
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