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ABSTRACT

A teaching approach based on the global interpretation of figurative properties prioritizes
the sketching and understanding of a curve from the conversions between algebraic, graphical
and linguistic registers, more precisely the identification of basic units (graphical, symbolic and
linguistic) and the verification of how they relate. Raymond Duval presents this approach in a
sketch work of the line of the related function using as a resource for the global interpretation
the parameters of the algebraic expression y = ax + b, emphasizing the relation between these
parameters and the graphical visual variables: direction of the inclination, angles of the tracing
with the axes and the position of the trace relative to the origin of the vertical axis. Other authors
have proposed work in this perspective with a focus on secondary education, among them Moretti
(2003), for the quadratic function; Silva (2008), for the exponential, logarithmic and trigonometric
functions; Menoncini and Moretti (2017), for the modular function; Martins (2017), for curves
whose expressions are in parametric form; Moretti, Ferraz and Ferreira (2008), for more complex
functions of university teaching and Pasa (2017), for polynomial functions of the second and third
degree. In this article, we present these works, complementing Pasa and Moretti (2016), presenting
the resources used in each one of them that allow the verification of the changes that the change of
the graph generates in the algebraic expression and vice versa and the identification of the visual
variables and units related to the modifications.

Keywords: Curve sketch; Global interpretation of figurative properties; High school.

Pesquisas sobre o esboco de curvas na perspectiva da interpretacdo global
das unidades figurais com foco no ensino médio

RESUMO

Uma abordagem de ensino baseada na interpretagdo global de propriedades figurais
prioriza o esbogo e a compreensdo de uma curva a partir das conversoes entre registros algébrico,
grafico e linguistico, mais precisamente da identificagdo de unidades basicas (graficas, simbolicas
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e linguisticas) e da verificacdo de como estas se relacionam. Raymond Duval apresenta esta
abordagem em um trabalho de esboco da reta da fungdo afim utilizando como recurso para a
interpretacdo global os pardmetros da expressao algébrica y = ax + b, enfatizando a relacdo entre
estes parametros e as variaveis visuais graficas: sentido da inclinagdo, angulos do tracado com
0s eixos ¢ a posi¢ao do tragado em relagdo a origem do eixo vertical. Outros autores propuseram
trabalhos nesta perspectiva com foco no ensino médio, entre eles Moretti (2003), para a funcéo
quadratica; Silva (2008), para as fung¢des exponencial, logaritmica e trigonométrica; Menoncini e
Moretti (2017), para a fungdo modular; Martins (2017), para curvas cujas expressdes estdo na forma
paramétrica; Moretti, Ferraz e Ferreira (2008), para fungdes mais complexas do ensino universitario
e Pasa (2017), para fungdes polinomiais do segundo e terceiro grau. Neste artigo, expomos estes
trabalhos, complementando Pasa e Moretti (2016), apresentando os recursos utilizados em cada um
deles que possibilitam a verificagdo das modificagdes que a mudanga do grafico gera na expressao
algébrica e vice e versa e a identificag@o das varidveis visuais e unidades simbolicas pertinentes
relacionadas as modificagdes.

Palavras-chave: Esbogo de curvas; Interpretagdo global de propriedades figurais; Ensino
médio.

INTRODUCAO

O esbogo e a compreensdo de curvas sdo atividades essenciais para interpretacao de
graficos e fendmenos das diversas areas do conhecimento. Contudo, estas atividades, muito
trabalhadas em todos os niveis de ensino, sdo acompanhadas de intimeras dificuldades
relacionadas ao ensino e a aprendizagem, impulsionando a realizacdo de trabalhos de
pesquisa sobre os motivos destas dificuldades e possibilidades pedagogicas que deem
conta destas questdes.

Na perspectiva da teoria dos registros de representagdo semiotica, preconizada por
Raymond Duval, toda a analise de aquisi¢ao e construcao de conhecimentos matematicos
perpassam trés fenomenos estreitamente ligados: a diversificagdo dos registros de
representagdo semiotica, a diferenciacdo entre representante ¢ representado ou entre
forma e contetido de uma representagdo semidtica e a coordenacdo (conversio) entre os
diferentes registros de representagdo semiotica. Estes aspectos, vinculados as questoes
de ndo congruéncia' entre os registros sdo, para este autor, as fontes das dificuldades de
compreensao da matematica.

No caso da atividade de esbogo de curvas, Duval (2011)? afirma que os problemas
se encontram na transi¢do entre os registros grafico e algébrico, mais especificamente,
no desconhecimento das regras de correspondéncia semidtica entre estes registros de
representacdo. No ensino, a abordagem frequentemente utilizada no trabalho com esbogo
de curvas prioriza e evidencia atividades de passagem da expressdo algébrica para a
grafica através de uma abordagem “ponto a ponto” a qual implica em poucas dificuldades.
Contudo, no sentido inverso, ou seja, na passagem do grafico para a expressao algébrica, os

! As questdes que envolvem congruéncia e nao congruéncia semantica entre RRS podem ser aprofundados em Duval (2012)
e Duval (2004, p.49-61).

2 Tradugdo de Méricles Thadeu Moretti de Duval, R. Graphiques e équations: I’articulation de registres. Annales de Didactique
et de Sciences Cognitives. Strasbourg: IREM, 1988.
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estudantes apresentam inumeras dificuldades devido ao fato de as unidades significativas
de um grafico nao serem determinadas em relacdo aos pontos encontrados e sim por
valores visuais do grafico.

Duval (2011) sugere o trabalho com o esbogo de curvas a partir de uma abordagem de
interpretacao global de propriedades figurais. Sob a dtica desta abordagem, a compreensao
efetiva de uma curva e do que cla representa perpassa o conhecimento dos diversos
registros de representacao semiotica da fungdo/equagio a ser esbogada; a identificagdo de
variaveis visuais ¢ unidades simbdlicas significativas e, mais do que isso, a verificagdo de
como modificagdes nas variaveis visuais influenciam unidades simbolicas significativas e
vice e versa. As variaveis visuais se referem ao registro de representagio grafico, enquanto
as unidades simbdlicas significativas, ao registro de representacdo algébrico.

Na perspectiva desta abordagem, diversos trabalhos vém sendo realizados com a
finalidade de propor possibilidades variadas de articulagdo entre as variaveis visuais e
unidades simbolicas significativas. Neste artigo, apresentamos os trabalhos de esboco de
curvas de fungdes no ambito do ensino médio, complementares aos expostos em Pasa e
Moretti (2016). Evidenciamos, em cada trabalho, os recursos de articulagao utilizados e
apresentamos exemplos a fim de esclarecer a abordagem e verificar as modificagdes que
um registro influencia no outro.

PESQUISAS RELACIONADAS AO ESBOCO DE CURVAS A PARTIR
DA ABORDAGEM DE INTERPRETACAO GLOBAL DAS UNIDADES
FIGURAIS

1. Funcéo polinomial do primeiro grau

No artigo intitulado Grdficos e equagdes: a articulagdo de dois registros, Duval
(2011) expde a abordagem de interpretagdo global das propriedades figurais no caso
especifico do esbogo da reta da fung@o polinomial do primeiro grau, utilizando como
recurso os coeficientes da fungdo afim y = ax + b. A interpretagdo global ocorre, neste
caso, por meio do conhecimento de regras de correspondéncia semidtica entre o registro
de representagdo grafico e o registro algébrico.

Na perspectiva deste trabalho, a analise da congruéncia entre os registros algébrico
e grafico perpassa a discriminagao das unidades significativas proprias a cada registro e
as transformagoes implicitas exigidas para a mudancga de registro. Graficamente, Duval
(2011) destaca as variaveis visuais como sendo: o sentido da inclina¢do (podendo assumir
dois valores), os dngulos do tracado com os eixos (podendo assumir trés valores) e a
posicdo do tragcado em relagdo a origem do eixo vertical (podendo assumir trés valores).
Algebricamente, as unidades significativas sdo os simbolos explicitos e implicitos, como
pode ser visualizado na Tabela 1.
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Tabela 1
Valores e varidveis visuais para y = ax + b no plano cartesiano. (Duval, 2011, p.101)

Variaveis visuais Valores Unidades simbélicas correspondentes
Sentido da inclinagéio Ascendente Coef?c?ente >0 Auséncia de s.inal
Descendente Coeficiente <0 Presenca do sinal -
Partigao simétrica Coef. Variavel = 1 Coef. ndo escrito
Angulos com os eixos Angulo menor Coef. Variavel <1 Coef. Escrito
Angulo maior Coef. Variavel > 1 Coef. Escrito
Corta acima Acrescenta constante Sinal +
Posigado sobre o eixo Corta abaixo Subtrai constante Sinal -
Corta na origem Sem corregdo aditiva Auséncia de sinal

Os valores das variaveis visuais do grafico, expostos na segunda coluna da Tabela
1, correspondem a uma unidade significativa na expressao algébrica da reta (unidade
simbolica correspondente). A partir da compreensao das regras de correspondéncia entre
as unidades significativas de cada registro, diversas analises sobre a fun¢do podem ser
feitas. Por exemplo, seja a fungdo y = 3x—4, coma =3 e b=—4. De acordo com a Tabela
1, o sentido da inclinagdo desta reta é crescente uma vez que o coeficiente @ ¢ maior que
zero (a > 0) (presenga do sinal +). Sendo a > 1, o angulo com eixo x ¢ maior e a constante
subtraida (b =—4) informa que a reta intercepta eixo y abaixo do eixo x.

2. Funcio polinomial do segundo grau

Uma maneira de tornar explicita a relagao entre variavel visual de representacao e
unidade significativa da escrita algébrica da funcao quadratica foi apresentada por Moretti
(2003), na qual o autor utiliza como recurso a translagdo. Comumente, no trabalho com
o ensino médio, a fun¢do quadratica é genericamente vista como y = ax? + bx + ¢, com
a # 0, b e c constantes reais, porém, esta forma algébrica ndo possui congruéncia com
variaveis visuais graficas, o que pode levar a dificuldades no esbogo do gréfico.

Diante disso, Moretti (2003) sugere esbogar parabolas a partir de uma parabola base
posicionada com vértice na origem do plano cartesiano, com foco em (0 p/2) e reta diretriz
de equac@o y =—p/2, com p # 0 e p sendo o a distancia entre o foco ¢ a reta diretriz. Esta
parabola base possui equagdo y = (1/2p) x* que, ao ser relacionada a equagdo a y = % %t
y = ax?, torna possivel perceber que o sinal de a& depende do sinal de p, ou seja, o
coeficiente a informa sobre a concavidade, para cima ou para baixo. Parabolas deste tipo,
com vértice na origem, possibilitam ao estudante o reconhecimento das relagdes entre
unidades significativas da expressio e¢ unidades simbolicas graficas mais facilmente.

Como exemplo, analisemos a parabola de expressdo algébrica y = 2x?— 4x — 6
(expressdo 1). A fim de compara-la a fungéo de vértice na origem y = 2x2, é necessario
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um tratamento de complementacao de quadrados e escrevé-la como y (—8) =2(x — (+1))?
(expressdo 2). Assim, conclui-se que a curva da fungo y = 2x>— 4x — 6 pode ser obtida
por dois movimentos de translacdo de y = 2x?: horizontal a direita em 1 unidade e vertical
para baixo em 8 unidades. O vértice entdo passa da origem (0,0) para (1,0) e, em seguida
para (1,-8). Este mesmo procedimento ¢ feito para obtenc@o do foco e da reta diretriz. Os
esbogos das parabolas y = 2x? e y = 2x?— 4x — 6 sdo apresentados na Figura 1 a seguir.

Figura 1. Esboco da parabola a partir de movimentos de translagéo da parabola y = 2x’— 4x — 6 a partir de
movimentos de translacéo da parabola y = 2x>.

Segundo Moretti (2003), a expressdo (2) tem um maior grau de congruéncia
semantica com as translagdes descritas a nivel grafico. Isto significa que, para conversdes
entre registro algébrico e grafico de fung¢des polinomiais do segundo grau, a transformagéo
por translagdo pode minimizar os problemas de ndo congruéncia. O esbogo de parabolas
utilizando a translagdo pode contribuir para que o aluno perceba o conjunto tracado/
eixo como uma imagem que representa um objeto descrito por uma expressao algébrica
percebendo as implicagdes de variagdes no registro algébrico, no registro grafico e vice
e versa.

Além disso, este trabalho com a fun¢do quadratica se aproxima do trabalho com a
parabola enquanto uma curva obtida pelo lugar geométrico dos pontos equidistantes de
um ponto chamado de foco e de uma reta diretriz. Os livros didaticos pouco relacionam
esses dois momentos em que a parabola ¢ estudada, o que faz com que os estudantes
tenham dificuldade de relaciona-los e de identifica-los como mesmo objeto.
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3. Funcdes trigonométricas, exponenciais e logaritmicas

O esbogo de curvas de fungdes trigonométricas, exponenciais e logaritmicas €
discutido profundamente em Silva (2008) a partir de variaveis visuais como amplitude
e periodo, e recursos como a translagdo e simetria em paralelo com as unidades
significantes da expressdo algébrica. A autora propoe a aplicagdo da operacdo cognitiva
de tratamento nos registros algébrico e figural de maneira separada e paralela de uma
curva base com o objetivo de, desta forma, chegar aos registros figural e algébrico da
curva a ser esbocada.

No caso da fungéo exponencial, com o objetivo de perceber quais modificagdes nos
coeficientes da expressao algébrica da curva refletem modificagdes no grafico, Silva (2008)
considera uma curva exponencial base y = a*, onde @ € R, a = 1, e assim conclui:

- a exponencial y = a*, onde @ € R, 0 <X a <X 1: obtida por simetria em relagdo
ao eixo y, a partir da curva da exponencial com base inversa;

- a exponencial do tipoy = a*, onde @ € R} — {1}: obtida por simetria em relagdo
a0 eixo x, a partir de y = a%;

- exponenciais na forma y = ¢*~9: obtidas por translagdo horizontal de ¢ unidades
para a esquerda da curva base y = a*.

- exponenciais na forma y = ¢*~¢9: obtidas por translagao horizontal de ¢ unidades
para a direita da curva base y = a*.

- exponenciais na forma y — (+b) = ax: obtidas por translagio vertical de » unidades
para cima da curva base y = .

- exponenciais na forma y — (—b) = ax: obtidas por translagdo vertical de b unidades
para baixo da curva base y = a*.

x-'f:tﬂ.

- exponenciais na forma ¥ — () =a : obtidas por translagdo vertical e
horizontal da curva base y = a*, onde o sentido do deslocamento ¢ dado pelo sinal que
acompanha os valores de b e d. Sinal positivo indica deslocamento para cima no caso
de b e para a direita no caso de d. Ja o sinal negativo indica deslocamento para baixo no
caso de b e para a esquerda no caso de d.

Tomemos como exemplo o esbogo da curva da fungdo y = 2*~3— 4. Inicialmente
escrevemos y — (— 4) = 2~ que pode ser obtida por translagéo vertical e horizontal da
curva base y =2, Neste caso temos translagdo vertical de 4 unidades para baixo e translagdo
horizontal de 3 unidades para a direita. A Figura 2 a seguir apresenta as curvas.
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base .g -5

b

Figura 2. Esbogo da curva das fungdes y =27 (base), y — (— 4) = 2Ye y — (— 4) = 29 (p).

A Figura 2 possibilita enxergarmos o esbogo da curva (b) a partir da transla¢ao
vertical de 4 unidades para baixo e horizontal de 3 unidades para a direita da curva base,
a qual pode ser obtida sem esforgo via abordagem ponto a ponto. Esta mesma analise
pode ser realizada para fungdes trigonométricas e logaritmicas.

4. Funcao Modular Linear

Menoncini e Moretti (2017) estudam possibilidades para o trabalho com as fung¢des
modulares lineares na perspectiva da interpretagao global utilizando os coeficientes da
representacao algébrica como unidades basicas. Neste estudo, os autores realizaram trés
etapas de andlises. A primeira etapa consiste na visualizagdo de esbogos de curva de
fun¢des modulares lineares e identificacdo das varidveis visuais e de seus valores, expostas
nas Figuras 3a e 3b, a seguir.
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1.1-A B

7 1
a
1
2 1 1 >
- o
2 1 o 1 2

1 -2

1.1 Variaveis visuais Valores das variaveis visuais

A- O tragado esta voltado para cima

Sentido do tragado B- O tragado esta voltado para baixo
C-
12-A B C
1
> 1
. "]
-1 0 1
2 1 0 1 2 -2 1 0 1 2
1 =il -1
1.2 Variaveis visuais Valores das variaveis visuais

A- Reparticdo simétrica dos quadrantes

Angulos do tragado com

oS eixos B- O angulo com o eixo horizontal € maior que o angulo com o eixo vertical

C- O angulo com o eixo horizontal € menor que o angulo com o eixo vertical

Figura 3a. Esbogos de curvas representativas da fungdo modular linear - Identificagao dos valores e variaveis
visuais para o tragado da fungdo no plano cartesiano. (Menoncini & Moretti, 2017, p. 129)
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1.3-A B C

1.3 Variaveis visuais Visual Variable Values

D- O tragado passa pela origem
Posicédo do tragado em relagdo a origem do eixo

horizontal E- O tragado se desloca para a esquerda da origem

F- O tracado se desloca para a direita da origem

14-A B C

"

1.4 Variaveis visuais Visual Variable Values

D- O tragado passa pela origem
Posicéo do tragado em relagdo a origem do

eixo vertical E- O tragado se desloca para cima da origem

F- O tragado se desloca para baixo da origem

Figura 3b. Esbogos de curvas representativos da fungdo modular linear - Identificagdo dos valores e variaveis
visuais para o tragado da fungdo no plano cartesiano. (Menoncini, Moretti, 2017, p. 129)

Na segunda etapa, os autores associaram as variaveis visuais das Figuras 3a e
3b as unidades simbdlicas considerando que a expressdo algébrica da fungdo modular
na sua forma candnica é f(x) — (+a) =b |x - ’:T”, com a, b, ¢ e k, constantes reais. Essa
associagdo ocorreu a partir da fungdo base das fungdes modulares, definida como a funcao
real f(x) — (£a) =b |x - ':::"“ ,deRemR". 0 esbogo dessa fungdo ¢ realizado a partir da
construgdo de semirretas via atribuigdo de valores a variavel x e, em seguida, da unido
destas, formando o tragado.

Por fim, na terceira etapa, ocorreu a descricao geral das caracteristicas da curva
e estabelecimento de correspondéncias entre as unidades significativas algébricas e as
unidades visuais graficas.
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Utilizando o mesmo exemplo utilizado pelos autores, a fungéo f(x) =1 +2|x + 1],
cuja forma candnica € f(x) — 1 = 2|x — (-1)| (Menoncini & Moretti, 2017, p. 131) com
coeficientes a=1,b=2,c=-1e¢ k=1, pode ser esbocada a partir da funcao base f(x) = |x|,
a qual origina as demais fun¢des, como mostrado na Figura 4 a seguir.

Tratamento algébrico da fungdo f(x) = |x|

Tratamento no esbogo da curva base

3
1 — Funcgéo base
1
flx) =lIx
3 2 1 o 1 2
=1
3
2 - Atribuigao do valor 2 para o coeficiente K
fGx) = 12x] = 2lx '
3 2 -1 a 1 2 3

1
3
3 - Atribuicéo do valor negativo 2 para a :

constante ¢
-2 1

fO=2x--D)l=2|x——
fG&) =2lx - (-1
3 2 4 e i 2 3

=1
3
4- Atribuicao do valor positivo 1 para a 2

constante a
fix)—1)=2ix — \— 1

3 -2 1 a 1 2 3

=1
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5- Forma candnica

Figura 4. Construgao do tragado da curva relativo a fungéo f(x) — 1 = 2|x — (—1)|. (Menoncini e Moretti
(2017, p. 132)

A Figura 4 apresenta o caminho percorrido para o esbogo da curva da fungéo
f(x) — 1 =2|x — (—1)|, partindo da funcdo base f(x) = |x|. Assim, com k = 2, temos um
aumento no angulo do tragado da curva com o eixo horizontal. Atribuindo ¢ = - 2, sendo
== T = —1, o tragado da curva é deslocado uma unidade para a esquerda. A seguir,
ocorre o deslocamento de uma unidade para cima, pois a =+ 1. Assim, em 5, temos o
esbogo da curva ap6s as modificagdes algébricas.

As correspondéncias entre as unidades algébricas e variaveis visuais das fungdes
modulares lineares do tipo f(x) — (+a) = blkx — (+c)| sdo:

- o cocficiente b indica a concavidade do tragado: voltado para cima, se b = 0 ou
para baixo, se b < 0;

- o coeficiente k indica o angulo de abertura do tragado: angulo simétrico, se k =
1; angulo com eixo horizontal maior, se k = 1 ¢ angulo com eixo horizontal menor, se
g

- termo constante « indica a transla¢@o do tragado no eixo y: o tragado se desloca
a unidades para cima, se @ = 0 ou para baixo, s¢ a < 0;

- termo constante ¢ indica a translagdo no eixo x: o tracado se desloca < unidades
\ .. (4 \ e k
a direita, se 5 = 0 ou aesquerda, se = 0,

. . c - s il
- o vértice do tragado v = (x,, ;) possui coordenadas x,, = Pl Yy = Ia

E possivel, desta forma, realizar associa¢des biunivocas entre expressao algébrica e
variaveis visuais, percebendo que elas se complementam e representam o mesmo objeto
matematico.

5. Curvas dadas por equacdes paramétricas

A reta e a parabola, sdo estudadas por Martins (2017) enquanto curvas formadas
pela trajetoria de um ponto movel no plano, a partir de suas equagdes paramétricas na
perspectiva da interpretagdo global de unidades figurais. Para este estudo, o autor utiliza
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manipulacdo algébrica nas equacdes paramétricas e um software que possibilita obter
diretamente a representacdo grafica da curva e verificar, assim, as propriedades figurais
e suas relagdes com as unidades simbdlicas.

Assim, seja a reta r que passa pela origem e pelo ponto P(x,,y,), exposta na Figura
5, as equagodes paramétricas sao dadas por r: [f _ f:t No caso de uma reta qualquer s,
paralela a r, que passa pelo ponto Q (x,, y,), exposta na Figura 6, as equagdes paramétricas
sdo dadas por [x =% txgt
y =yt ¥t

u

WrF-----

5y

Figura 5. Reta r que passa pela origem e pelo ponto P(x,, y,). (Martins, 2017, p. 135)

Figura 6. Reta s, paralela a r, que passa pela origem e pelo ponto O(x,, y,). (Martins, 2017, p. 136)
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A partir de manipulagdo algébrica simples chega-se a equacdo de
siy=2 x4 (.\’1 _Yo ,1-1), a qual ¢é analisada na Tabela 2 a seguir.

Tabela 2

Variaveis visuais e unidades simbdlicas correspondentes para a reta no plano dada por equagdes paramétricas.
(Martins, 2017, p. 137)

Unidades simbdlicas correspondentes Valores
Variaveis Visuais
X, Y x, » Caracteristicas
Casos Particulares =0 =0 Reta coincide com o eixo y
=0 =0 Reta coincide com o eixo x
=0 #0 Reta paralela ao eixo x
=0 #0 Reta paralela ao eixo y
=0 Reta passa pela origem
Sentido da inclinagao Sinais iguais Reta Ascendente
Sinais diferentes Reta Descendente
Angulo com os eixos |xg] = lyol Particdo Simétrica
lxo] < Iyl Angulo maior (45°)
|xo] = |¥0l Angulo menor (45°)
Posigéo sobre os eixos Yo . _ Corta na origem
2 x—o'h =1 (ndo tem corregéo aditiva)
Y - &.xi =0 Corta acima
*0 (acrescenta-se y; — ii;.x,)
Yo _ Corta abaixo
M——.x<0 o
Xp (subtrai-se y1 — x—u.x,)

De acordo com a Tabela 2, a reta ¢ analisada a partir da expressao algébrica gerada
pelas equagdes paramétricas. As variaveis visuais sdo o sentido da inclinagio, o angulo com
0s eixos € a posigdo sobre 0s eixos, enquanto que as unidades simbdlicas correspondentes
sdo observadas a partir das coordenadas dos pontos P ¢ O pelos quais a reta passa.

Para as fungdes quadraticas, Martins (2017) relaciona as variaveis visuais as
unidades simbolicas correspondentes das equagdes paramétricas desta fungdo. Neste caso,
Martins (2017) amplia o estudo de Moretti (2003), a partir da analise dos coeficientes das
escritas paramétricas. Assim, inicialmente foram analisadas parabolas de vértice na origem
{"zabtt (1), com eixo de simetria horizontal e {_",(:ab;: (2), cujo eixo de simetria ¢ vertical.
Os coeficientes a ¢ b influenciam diretamente a abertura da parabola. A fim de analisar,
por exemplo, a abertura da parabola (1), pode-se tomar como referéncia a pardbola dada
pelas equacdes {“Ztt e, a partir de alguns esbogos ¢ possivel concluir que a parabola tera
abertura maior quando 0 < |a| < 1 e uma abertura menor se |a| = 1. Por outro lado, sendo

. , . ~ . x = at® +
bl > 1, a abertura sera maior e 0 < |b| <, menor. Para as func¢des do tipo {‘i o P o3,
x=bt+x, ry= Yo

com eixo de simetria paralelo ao eixo x, ou,{\. = at? + y, (4), com eixo de simetria paralelo
ao eixo y, Martins (2017) sintetiza a analise dos coeficientes na Tabela 3 a seguir.
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Tabela 3

Relagbes entre alguns valores, variaveis visuais e unidades simbodlicas significativas da parabola de equacgées
paramétricas (3) e (4). (Martins, 2017, p. 178)

Termo do 2° grau Eixo de simetria  Unidades simbdlicas = Concavidade Vértice
a>0 o (0,0)
Xp=¥p=0 Voltada para a direita
a>0 (%6 ¥5)
£ na equagao de x Parallel to x axis Xo#0ouy, #0 (0,0
a<0 Voltada para a esquerda (Xg o)
Xg=¥o=0
a<0

XoF0ouyy #0

a>=0 Voltada para cima (0, 0)
X0=Y0=0
a>0 (x vyo)
# na equagéo de y Paralelo ao eixo y xo=0ouyy 0
a<0 Voltada para baixo ©,0)
Xo=Y0=0
a<0 (Xgr o)

xgF0ouyy#0

A Tabela 3 apresenta algumas analises de parabolas relacionando coeficientes das
equagdes (3) e (4) as variaveis visuais, eixo de simetria, concavidade e vértice.

Um exemplo utilizado por Martins (2017, p. 181) € a parabola de equagdes paramétricas
{; : :; i i t € R. Apartir de um tratamento é pgssivel escrever {f ~ ((ji')) Z :;t e, assim,
a referéncia para o esbogo ¢ a curva base {f : :Z; , a qual possui eixo de simetria no eixo
x, concavidade voltada para a esquerda pois a = —1 < 0 e vértice (0,0) pois x, =y, = 0;

apresentada na Figura 7.

= _;t’t € R, com base na tabela 3.
y=—

Figura 7. Esbogo da curva da equacéo {
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Com base na Figura 7 e escrevendo {f - Efg - :;, pode-se concluir que a parabola
{x =-t2+2 ; N

v = —2:— 1t € R possui eixo de simetria eixo x, concavidade voltada para a esquerda e
vértice v(2,-1), ou seja, a curva base ¢ transladada horizontalmente 2 unidades para a
direita e verticalmente 1 unidade para baixo, conforme Figura 8.

4

—t24+2

Figura 8. Esbogo da curva da funcdo { [/tER.

x =
y=-2t—

- ~ , - L. L. x=bt+x
Uma interpretacao da§ parabolas de equagdes paramétricas genéricas {_\, =gl ar j_ Yo
(5) ¢é apresentada por Martins (2017, p. 190). Apresentamos, neste artigo, apenas algumas
relagdes entre variaveis visuais e unidades significativas como forma de exemplificar
o raciocinio do autor para essas parabolas. Além disso, a andlise das equagdes do tipo

x =at® +ct+x, 6) & ana
¢ analoga.
{ y=bt+y, () g
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Tabela 4
Algumas caracteristicas visuais e simbdlicas das parabolas dadas por equagbes paramétricas do tipo

{ X=bt+Xo  onteR a€R, eb,c x,y, € R. (Adaptada de Martins, 2017, p. 190-195)
y=at“+ct+y,
Unidades significativay TUnidades significativas Variaveis visuais
linguisticas simbaolicas
N
Eixo da
Termo dio 2° grau ma aquagio da xg=0 simstria
coogdanada ¥ W

Eixo da zimatria paralalo ap sixo v

Eixo da
Xg >0 simatria
v
.'l!n=ﬂ
"
'l.'
Concavidads voltada para cima ax=0 \_/
Concavidads voltads para baing a<0 /\
]
Wartice na crigam do sistema da Xg=¥o=0 \/
coprdenadas c=10 ; v
I a>0
ol
[}
/\ a=<0
0<al <1
Aberfura maior |b|l =1
a>0

|lal > 1
Abertira menor D<|b <1
a<0

76 Acta Sci. (Canoas), 22(1), 61-87, Jan./Fev. 2020



Continuagao da Tabela 4

Deslocamento vertical
(considerando a concavidade <0
voltzada para cima) (para baixo) ™
y=at*+et+¥y [a = 0]

¥ =c1{:"f+‘_lﬁr}+_~.-u

SR T Ay [ R >0
] [JO Qﬂ)] (r+gﬂ) (P;;am) \/

_..".I T
.
v

Y= 1]

(nZo ha deslocamento
vertical)
[a = 0]
Deslocamente horizontal
(considerando CDn_cavid,ade voltada <0
para cima) (para ssquerds)
[a = 0]

—

]
bl [ a> 0] '\‘\*/
1
v
v

v

x>0
(para dirsita)
[a = 0]

v

—

Xy = 1]
(ndo ha deslocamento
horizontal)
[a=0]

I

As relagdes expostas na Tabela 4 oportunizam a verificagdo de como modificagdes
em variaveis visuais influenciam nas unidades simbolicas e vice-versa, atividade esta,
essencial para a compreensao integral de curvas, segundo a abordagem de interpretagdo
global de propriedades figurais. Outra ideia abordada por Martins (2017), proposta e
discutida por Luiz (2010) ¢ a utilizagdo de procedimentos informaticos, neste caso, do
software Geogebra, a fim de obter diretamente o esbogo da curva parametrizada para,
a partir disso, fazer uma analise do conjunto de unidades basicas graficas, linguisticas
ou simbolicas, a fim de conduzir as conversdes entre os registros algébricos e graficos.
A utilizagdo do procedimento informatico, segundo estes autores, possibilita algumas
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vantagens relacionadas a rapidez de visualizagdo da curva e de mudanca de escalas e
parametros.

6. Funcées polinomiais a partir da nocao de infinitésimos

Visando problematizar o esbogo de curvas de fungdes polinomiais de segundo
e de terceiro grau, no ensino médio, Pasa ¢ Moretti (2016) ¢ Pasa (2017) apresentam
um caminho alternativo para esta atividade e analisam suas possibilidades e limita¢des
relacionadas ao ensino ¢ a aprendizagem a luz da abordagem de interpretagdo global das
propriedades figurais. Em Pasa (2017), as curvas das fungdes polinomiais de segundo
(v = ax® + bx + ¢) e terceiro (y = ax® + bx? + cx + d) graus sdo esbogadas com base
nas taxas de variagdo das fungdes, compreendidas por meio da nogdo de infinitésimo,
sem a formalizag@o e o rigor requeridos no trabalho com o conceito de limites. Nesta
perspectiva, as reflexdes suscitadas se basearam no reconhecimento de unidades basicas
simbolicas, relativas a variabilidade e de unidades basicas graficas e, mais do que isso,
das conversdes entre elas, sem a necessidade de obtencdo da expressdo algébrica da
funcdo.

As taxas de variagdo, ainda que vastamente utilizadas no ensino médio, s3o somente
trabalhadas com profundidade no ensino superior, mais especificamente em disciplinas de
Calculo Diferencial e Integral, e com rigor e formaliza¢do inapropriados para o trabalho
no ensino médio. Assim, a fim de proporcionar a interpretagao global a partir de unidades
visuais significativas e possibilitar ao estudante deste nivel de ensino a compreensao
de variabilidade necesséria ndo so para esbogo de curvas, mas para a compreensao de
fendmenos e andlises de situacdes, a nogdo de infinitésimos foi utilizada no calculo das
taxas de variagdo, iniciando pela compreensao de taxa média de variagao.

Diante disso, sendo a taxa média de yariqc;ég - ™V de uma fung¢@o polinomial
em um intervalo [x,x + Ax], ARC = 2—1 = M’, a taxa de variag@o instantinea,
identificada por 7MYV’ (x) ou, mais precisamente’, taxa de variagio instantanea de primeira
ordem, identificada por TMV(x), por sua vez, ¢ obtida a partir da TMV(x), sendo Ax

um infinitesimal.

No caso das fungdes polinomiais do 2° grau, a TMV (x) genérica ¢ uma fungio
polinomial do 1° grau, e uma analise (estudo do sinal) desta func@o perpassa a compreensdo
da Tabela 1. Assim, com relacgdo a variavel visual sentido da inclina¢do e com base na
Tabela 1, a Tabela 5 apresenta dados das variaveis visuais da reta tangente a curva da
fungdo polinomial.

* Pasa (2017) utilizou 7VI(x) ou TVI (x) como a taxa de variagao instantanea de primeira ordem de uma fungao. O indice “1” ¢
necessario quando se acrescenta as analises a ideia de variagéo da taxa de variagdo instantanea, relacionada a concavidade de
uma curva e representada por TVI,(x), ou, taxa de variagdo instantanea de segunda ordem da fungdo. No caso deste trabalho,
utilizamos TV7 (x).

78 Acta Sci. (Canoas), 22(1), 61-87, Jan./Fev. 2020



Tabela 5

Relagao entre as variaveis visuais da reta tangente a uma curva e suas unidades simbdlicas. (Modificada de
Duval, 2011a, p. 101, Pasa e Moretti, 2016, p. 9 e Pasa, 2017, p. 140)

Variaveis visuais Valores Unidades simbélicas correspondentes
Ascendente TVL(x) > 0
Sentido da declividade da reta tangente  Descendente VI, (1) <0
Constante TVL(x) =0

Como o trabalho nesta perspectiva necessita dos conhecimentos do Calculo, ¢
fundamental utilizarmos unidades bésicas referentes a maximos e minimos relativos
apresentados por Moretti, Ferraz e Ferreira (2008). Nas Tabelas 6 ¢ 7 a seguir, Pasa e
Moretti (2016) e Pasa (2017) apresentam essas unidades basicas modificadas de Moretti,
Ferraz e Ferreira (2008) necessarias para o trabalho com o ensino médio.

Tabela 6

Varidveis visuais e simbdlicas de um minimo relativo. (Modificada de Pasa e Moretti, 2016, p. 9, Pasa, 2017, p.
141 e Moretti, Ferraz e Ferreira, 2008, p. 106)

Unidade basica grafica Unidade basica linguistica Unidade basica simbélica
Minimo relatilvo ~emlxo. ) o TVI,(xo) = 0
Taxa de variacdo instantanea de primeira TV (x0) < 0,x € V- (x)

ordem de y muda de sinal negativo para
positivo na vizinhanga de x,,.

TVI, (x0) > 0, x € V*(x;)

Tabela 7

Varidveis visuais e simbdlicas de um méximo relativo. (Modificada de Pasa e Moretti, 2016, p. 9, Pasa, 2017, p.
141 e Moretti, Ferraz e Ferreira, 2008, p. 106)

Unidade basica grafica Unidade basica linguistica Unidade basica simbélica

Méaximo relativo em x,. IRCy(x,) =0
{ \ Taxa de variagdo instantéanea de primeira IRC,(x) > 0,x € C_(Xo)
»

ordem de y muda de sinal positivo para ) +
@y negativo na vizinhanga de x,. IRC, (%) < 0,x € C7(x,)

Nas Tabelas 6 e 7 fica evidente que as variaveis visuais minimo relativo e maximo
relativo, podem ser analisadas e compreendidas a partir do estudo do sinal da TV7, (x) da
fun¢do. No caso da existéncia de um minimo relativo, a 7V7 (x) € negativa a esquerda do
minimo (fungao esta decrescendo) e positiva a direita do minimo (fungéo esta crescendo)
sendo no ponto onde ocorre o minimo, 7V, (x,). A analise do méaximo ¢ analoga.

Outra variavel visual importante para o esbogo de curvas € a concavidade de uma
curva, principalmente para fungdes polinomiais de terceiro grau. A concavidade para cima
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e a concavidade para baixo estdo relacionadas com o crescimento ou o decrescimento
dos coeficientes angulares das retas tangentes, ou melhor, das 7V, (x) (taxas de variagdo
instantinea de primeira ordem da funcdo). Assim, a fungdo tem concavidade para cima
emum intervalo aberto /, se a TV, (x) é crescente neste intervalo € tem concavidade para
baixo em um intervalo aberto 7, se a TVI, (x) é decrescente neste intervalo.

A anélise da concavidade, entdo, se da por meio da andlise da variacdo da TV7, (x),
denominada taxa de variagdo instantdnea de segunda ordem da fungdo, ou 7V7, (x). De
acordo com Pasa (2017):

- a concavidade da curva é para cima se a TVI,(x) = 0, ou seja, se a TVI, (x) €
crescente no intervalo.

- a concavidade da curva é para baixo se a TVI,(x) < 0, ou seja, se a TVI, (x) é
decrescente no intervalo.

No ponto em que a VI, (x) € nula, chamado de ponto de inflexdo, ocorre a mudanga
de concavidade. A tabela a seguir, apresenta as unidades basicas graficas e suas respectivas
unidades simbolicas referentes a concavidade de uma curva, relacionado a inclinagao da
reta tangente, ao crescimento ou decrescimento da fungao.

Tabela 8

Unidades basicas graficas e simbolicas da concavidade da curva de uma fungdo.
(Pasa, 2017, p. 145, modificado de Moretti, Ferraz e Ferreira, 2008, p. 115)

Unidade Bssica Linguistica Unidade Bisica Simbélica
t:ty=ax+ba>0

Unidade Basica Grifica

i t € uma tangente
Funcio crescente TVl >0
) Concavidade negativa TVI, <0
P t € uma tangente t:ty=ax+ba>0
Funcéo crescente TVl >0
/ @) Concavidade positiva TVI, >0
\f t é uma tangente tty=ax+ba<0
Fungéo decrescente TV <0
\\ Concavidade negativa TV, <0
(3)
t t ¢ uma tangente t:ty=ax+ba<0
Fungio decrescente TV <0
) Concavidade positiva TVI, >0

No caso da unidade basica grafica (1), da Tabela 8, sendo a reta tangente a curva
crescente, ou seja, TVI,(x) = 0, mas a TVI,(x) < 0, tem-se concavidade voltada para
baixo. Enquanto que, no caso (2) a reta tangente a curva também ¢é crescente, mas a
TVL(x) > 0, entdo a concavidade ¢ voltada para cima.

As variaveis visuais apresentadas nas Tabelas 5, 6, 7 ¢ 8, juntamente com a
compreensdo e andlise da TV (x) e da TVI(x) oportunizam o esbogo das fungdes
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polinomiais do 2° grau genéricas na forma ¥ = ax® + bx + ¢, a # 0, apresentado de forma
na Tabela 9. A taxa de variagdo instantanea de primeira ordem ¢ a de segunda ordem
destas fungdes, em um valor qualquer de x, sdo TVI;(x) = 2ax + b e TVI,(x) = 2a. Logo,
a TVIL,(x) revela que a concavidade de uma parabola depende do sinal do parametro a
da fungdo.

Tabela 9

Unidades simbdlicas e gréficas de uma fungdo polinomial do segundo grau. (Pasa, 2017, p. 146)

Unidades basicas simbolicas Unidades basicas griaficas
TVIy;  Valor TVIy Valordex Reta Concavidade Ponto critico Esbogo curva
dea Tangente TVIy)
<0 x<-b/2a Decrescente  Para cima Minimo absoluto em
a>0=0 x=-b/2a Constante (positiva) x=-b/2a
>0 x>-bf2a Crescente
2ax + b <0 x>-b/2a Crescente  Parabaixo  Maximo absoluto em
a<0=0 x=-b/2a Constante (negativa) x=—b/2a
>0 x<-b/2a Decrescente

Uma parabola voltada para cima, por exemplo, possui um minimo quando
TVI,(x) = 0 e isso ocorre em x = —b/2a; ¢ decrescente para valores de x << —b/2a,
pois a TVI,(x) < 0 e crescente para valores de x > —b/2a, onde a TVI,(x) = 0. Além
disso, a TVI, = 0.

No caso de fungdes polinomiais do terceiro grau y = ax® + bx? + cx + d, as taxas
de variagdo instantineas de primeira e de segunda ordem, calculadas a partir da no¢ao
de infinitésimo, sdo TVI, (x) = 3ax? + 2bx + c e TVL,(x) = 6ax + 2b. O esbo¢o da curva, a
partir da TV, (x) da fungdo ¢é apresentado na Tabela 10. Nesta tabela é possivel visualizar
as relacdes entre unidades basicas simbolicas, referentes a variabilidade da fungao, mais
especificamente a TVI,(x), e as unidades graficas ou varidveis visuais, referentes a reta
tangente, aos pontos criticos que culminam no esbogo da curva. A Tabela 11 expde o
esbogo da curva a partir da analise da concavidade TVI,(x).
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Tabela 10

Esbogo de curvas de fung6es polinomiais de 3° grau a partir da anélise da TV1,(x). (Pasa, 2017, p. 149).

Unidades basicas simbélicas

Unidades basicas graficas

VI

Esboco a partir da andlise da
(TVI, (x) = 0) - tabela 11.

(171, (x) = 0)

1 NR*  TVI, Valores de x RT*  Esbocgo curva Pontos criticos
Coef. a 1
<0 —b—Vb?—3ac e —b +Vb? —3ac Decres
3a 3a . .
Max. e min. relativos (TV1,
JE— (©=0).
2 =0 _ —PEWB —3ac Const
3a Ponto Inflexao
(TVL, (x) = 0)
>0 S o i LTI R S ZbivbT-3ac  Cresc
3a 3a
=0 = _—b Const
3a
1 Ponto Inflexao
(TVL, (x) = 0)
>0 reZexsl Cresc
" 3a 3a
x€R
0 >0 Esbogo a partir da analise da Ponto Cresc POTn;;J Infle_xgo
: Inflexdo (11, (0)=0)
" (TV1, (x) = 0) - tabela 11.
5
~
t J— N
a L0 g -5—b"—3ac o S -b4+Vb"=3ac Decres
[+ 3a 3a Max. e min. relativos
™ =
_ Ponto Inflexao
2 =0 x= 7biv3bi73ac Const (771, (x) = 0)
a
Ponto Inflexao
TVI, (x) =0
-0 —b—Vb® - 3ac o —b +Vb? —3ac Cresc ( 2 @) )
3a 3a
-b
=0 =— Const
3a
1 Ponto Inflexdo
(TVI, (x) = 0)
<0 T o Decres
3 3a
XER B
0 <0 Decres Ponto Inflexao

*NR = Numero de Raizes
**RT = Reta Tangente
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Tabela 11

Anélise da concavidade de curvas de fungbes polinomiais do 3° grau. (Pasa, 2017, p. 150)

Unidades basicas simbélicas

Unidades basicas graficas

TVI, Coef. @ Sinal da Valor de x Concavidade Possiveis esbocos da curva
TVI,
<0 x < —b/3a  Negativa—para baixo
=0 x =-b/3a  Local de Inflexdo /\/ /’/ /
a>0 >0 x> —=b/3a  Positiva—para cima
>0 x < —b/3a  Positiva—para cima
=0 x=—b/3a Local de Inflexio \/\ \ H
— a<0 <0 x> —b/3a  Negativa—para baixo

As Tabelas 9, 10 ¢ 11 se constituem em uma referéncia do caminho alternativo para
fungdes polinomiais do segundo e terceiro graus, apontando elementos essenciais para
0 esbogo na perspectiva da abordagem de interpretacao global de propriedades figurais
utilizando como recurso para isso, a no¢ao de variabilidade da fung@o.

Tomemos o exemplo da func¢do y = —x* — 3x2 + 9x + 6, mesma utilizada por Pasa
(2017). O procedimento de esbogo desta curva consiste em descobrir uma expressao para
a TMV da fungdo para o intervalo [x, x + Ax] e, a partir disso, determinar a 7V/, (x) e a
variagdo desta, ou seja, a TVI, (x), pela nogdo de infinitésimos. Assim, temos que 7V,
(x) =—3x*—6x 9e TV, (x) =— 6x — 6. Neste caso, os valores de x que anulam a 771,
(x)saiox=—-3ex=1.

A Tabela 12 apresenta o esbo¢o da curva da fung¢do y =—x> — 3x? + 9x + 6 com base
no estudo do sinal da 7V1, (x), indicando os pontos criticos da curva.

Tabela 12
Esbogo da curva da fungédo y = —x* — 3x* + 9x + 6 a partir da analise da TVI, (x). (Pasa, 2017, p. 147)

Unidades basicas simbolicas Unidades basicas grificas

Valores de x TVI4(x) RetaTangente FEsboco da curva Pontos criticos

x<-3 <0 Decrescente

x=-3 =0 Constante Minimo relativo em (-3,-21)
-3<x<1 >0 Crescente

x=1 =0 Constante Méximo relativoem (1,11)
x>1 <0 Decrescente

A concavidade, analisada a partir do estudo da 7V7, (x) = — 6x — 6, € voltada para
cimaem x << —1 e para baixoem x > —1, sendox=- 1, o ponto de inflexdo. Os pontos
criticos ocorrem em x = — 3, um minimo relativo igual a y =-21 e, em x = 1, um maximo
relativo, iguala y = 1.
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7. Funcgées trigonométricas a partir da nocéo de infinitésimos

Outra possibilidade brevemente discutida por Pasa (2017) ¢ o trabalho com
as funcdes trigonométricas y = sen x € y = cos x na perspectiva da compreensao da
variabilidade destas, a partir da noc¢ao de infinitésimos.

7.1 Analise da funcio y = sen x

A taxa média de variagdo da funcdo y = sem x para um intervalo [x,x

+ A y =ssn(x+3x)-senx
x] € TMV ———i

sen(x + Ax) = sen x.cos Ax + sen Ax.cosx, tem-se TMV =

Utilizando o seno da adi¢cdo de dois arcos:

Sen X.cosAx+ sen AX.cos X
Ax

—==_ A analise
de sen Ax ¢ feita levando em conta que Ax ¢ um infinitésimo e utilizando a ideia
geométrica a partir de um tridngulo retdngulo com angulo Ax infinitésimo. Assim,

cat.oposto

sendo sen Ax = o0 cateto oposto também serd um infinitésimo que, dividido

= Ax,

hipotenusa’
pela hipotenusa, resulta em um infinitésimo, assim, sen Ax =

cat.oposto
hipotenusa
Logo, a taxa de variacdo instantanea de primeira ordem da fun¢do seno é
sen x.1+Ax.cosx—sen x Ax.cosx

TV, = =—— > TVl = cosx. O estudo do sinal da TV (x) e esbogo
da curva da fung:ao estdo expostos na Tabela 13.

Tabela 13
Esbogo da curva da fungdo y = sen x no dominio de [0,27]. (Pasa, 2017, p. 152).
l
Unidades basicas simbélicas Unidades basicas graficas
TVI;(x) Valordex Reta tangente Ponto critico Esboco da curva
>0 0<x< w/2 Crescente Minimo absoluto em |
Inf2<x<2m (3m/2,-1)

=0 x=m/f2e Constante Maximo absoluto em ™
x=3mn/2 (m/2,1)
<0 nf2 <x <3m/2 Decrescente

A Tabela 13 possibilita esbogar a curva da fungdo y = sen x para o periodo [0.27]
relacionando os pontos criticos e a inclinagao da reta tangente ao estudo do sinal da
fungdo 7VI, = cos x.

7.2 Analise da funcio

No caso da fungdo y = cos x, o célculo da TVI, (x) é analogo ao da fungdo y = sen
x: encontra-se a TMV para um intervalo [x,x + Ax], TMV = %’;""” e, utilizando
o cosseno da soma de dois arcos: cos(x + Ax) = cos x.cos Ax — sen x.sen Ax, tem-se
TMy = Emsim i 2tk Sendo cos Ax =1 e sen Ax = Ax, entdo a funglo y = cos
X possui TVI;(x) = —sen x € 0 esbogo estd apresentado na Tabela 14.
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Tabela 14
Esbogo da fungdo y = cos x no dominio de [0,27] . (Pasa, 2017, p. 152).

Unidades basicas simboélicas Unidades basicas graficas

TVI,(x) Valordex Reta tangente Ponto critico Esboco da curva

=0 n<x<2n Crescente Minimo absoluto em (7, =1)

=0 x=0e Constante Méximo absoluto em (0,1) e [\ /
X=% (2m, 1) dT c

<0 O<x<m Decrescente

As Tabelas 13 e 14 possibilitam associacdes entre varidveis visuais e unidades
basicas simbdlicas relacionadas a taxa de variagdo de primeira ordem das fung¢des seno
¢ cosseno. A taxa de variacdo instantinea de segunda ordem (7V1,(x)) ndo foi abordada
por ela ndo ser necessaria no esboco das referidas curvas.

CONSIDERACOES FINAIS

Diversos trabalhos de pesquisa sobre o esbogo de curvas na perspectiva da
interpretacao global de propriedades figurais estdo sendo realizados com o objetivo de
propor recursos que possibilitem a articulag@o entre registro grafico e algébrico a partir
de elementos significativos, o que, conforme Duval (2011) ressalta, ¢ essencial para a
aprendizagem. Apresentamos neste artigo os trabalhos com possibilidades de trabalho
no ambito do ensino médio.

No caso da fun¢io afim, Duval (2011) destaca as relagdes entre os coeficientes
da expressdo algébrica y = ax + b e as variaveis visuais do grafico como o sentido da
inclinagdo, os angulos do tragado com os eixos ¢ a posi¢ao do tragado em relag@o a origem
do eixo vertical. Utilizando o tratamento de complementacdo de quadrados na escrita
algébrica da fungiio quadratica (y = ax® + bx + ¢), Moretti (2003) discute sobre como
manter a relacdo entre variavel visual de representacdo ¢ unidades simbdlicas, usando
como recurso a translagdo da fungéo. O esboco de curvas de funcdes trigonométricas,
exponenciais e logaritmicas foi proposto por Silva (2008) e Corréa e Moretti (2014),
utilizando como recursos a translagdo e a simetria em paralelo com as unidades
significantes da expressdo algébrica representadas pelos coeficientes. Menoncini ¢ Moretti
(2017) apresentam possibilidades para o trabalho com as fun¢des modulares utilizando
os coeficientes da representagdo algébrica como unidades basicas simbolicas. Martins
(2017) estuda as equacdes paramétricas da reta e da parabola, sendo elas fungdes ou
ndo, relacionando as variaveis visuais com os coeficientes das equacdes paramétricas. No
caso das retas, as variaveis visuais em questdo sao: o sentido da inclinagdo, os angulos com
0s €ix0s ¢ a posi¢do sobre os eixos. As parabolas sdo estudadas relacionando as variaveis
visuais: concavidade, vértice ¢ eixo de simetria. Além disso, Martins (2017) utiliza o
software Geogebra que possibilita obter diretamente a representagdo grafica da curva e
verificar, assim, as propriedades figurais e suas relagdes com as unidades simbdlicas.

Pasa e Moretti (2016) e Pasa (2017) sugerem um caminho alternativo para o trabalho
com func¢des polinomiais do segundo grau, do terceiro grau e func¢des trigonométricas
seno ¢ cosseno baseado no estudo do sinal da taxa de variagdo instantdnea da fungao,
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encontrada a partir da nog@o de infinitésimo. Para isso, utiliza varidveis visuais como
inclinacao da reta tangente, minimo e maximo relativo, concavidade e ponto de inflexdo,
associadas a unidades simbdlicas das taxas de variagao.

A compreensdo da teoria dos registros de representacdo semiotica permite ao
professor de matematica uma compreensio profunda das atividades cognitivas necessarias
para o aprendizado dos objetos matematicos, o que influencia diretamente suas acdes
pedagobgicas na sala de aula e que propiciardo este aprendizado. No caso do esbogo de
curvas, a abordagem de interpretagdo global de propriedades figurais proposta por Duval
requer a transi¢do entre os diferentes registros da curva a partir da identificagdo e da
articulacdo de unidades basicas simbolicas da expressdo algébrica e unidades basicas
graficas, acOes estas nada triviais e que se tornam mais dificeis devido a ndo congruéncia
entre os registros. Os trabalhos apresentados sdo possibilidades pedagogicas que permitem
transpor os obstaculos de aprendizagem e aumentar o grau de congruéncia semantica
entre os registros de uma fung@o ou equagao.

Segundo Pasa e Moretti (2016), as discussdes e reflexdes sobre o esbogo de curvas sao
pertinentes, principalmente devido a importancia desta atividade nos tempos atuais, como
forma de representar fendmenos em todas as areas do conhecimento e situagoes cotidianas.
Além disso, devido as dificuldades apresentadas pelos estudantes na atividade de esbogar
e interpretar curvas, as quais se devem, entre outros fatores, a uma abordagem de ensino
que prioriza o tragado de graficos “ponto a ponto” e a passagem do registro algébrico
para o grafico apenas, ndo valorizando a compreensao das regras de correspondéncia
semioltica entre o registro de representacdo grafica e o registro da expressao algébrica.
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