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RESUMEN

Contexto: Entre los multiples fendémenos reportados alrededor de la
ensefianza y aprendizaje de la trigonometria, se encuentra el uso exclusivo como
herramientas técnicas que reciben las razones trigonométricas. Este uso permite y
promueve la construccion de significados limitados y la disociacion de la trigonometria
escolar de las nociones y procedimientos geométricos. Objetivo: Ante esta
problematica, realizamos un estudio de la construccion germinal de las nociones
trigonométricas, en un escenario historico, con el objetivo de identificar usos del
conocimiento matematico que sean utiles para enriquecer los que habitan en la escuela
y sus significados asociados. Disefio: Llevamos a cabo este estudio desde la teoria
socioepistemologica y a través de una configuracion particular del analisis de contenido.
Entorno y participantes: Al ser un estudio de corte documental no contamos con
participantes stricto sensu. Recopilacién y analisis de datos: El estudio historico se
centrd en los preliminares matematicos del Almagesto de Ptolomeo, obra que la
literatura sefiala como la evidencia mas antigua del nacimiento de la trigonometria.
Resultados: Dentro de los resultados destacamos a la medicion indirecta de distancias
como el uso que permitio la construccion inicial de las nociones trigonométricas y a la
sinergia de tres usos del conocimiento geométrico —que denominamos trabajo
geométrico— como fundamental para este proceso. Conclusiones: Concluimos
subrayando la importancia de crear situaciones didacticas concretas que exploren el
funcionamiento de estos resultados en entornos de ensefianza y la necesidad de estudios
historicos alrededor de otros puntos de la construccion de las nociones trigonométricas.

Palabras clave: significado lineal y aritmético; significado trigonométrico;
uso del conocimiento; estudio historico-epistemologico; trabajo geométrico.
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Medic¢ao Indireta de Distincia e Trabalho Geométrico na Construcao de Nog¢des
Trigonométricas

RESUMO

Contexto: Entre os multiplos fenomenos relatados em torno do ensino e
aprendizagem da trigonometria esta o uso exclusivo como ferramentas técnicas que os
racios trigonométricos recebem. Esta utilizagdo permite e promove a construcdo de
significados limitados ¢ a dissociacdo da trigonometria escolar das nogdes e
procedimentos geométricos. Objetivo: Face a este problema, realizamos um estudo da
construgdo germinal das nog¢des trigonométricas, num cendrio historico, com o objetivo
de identificar utilizagdes dos conhecimentos matematicos uteis para o enriquecimento
daqueles que existem na escola e os seus significados associados. Design: Realizamos
este estudo a partir da teoria socio-epistemoldgica e através de uma configuracdo
particular de analise de conteidos. Ambiente e participantes: Como se tratava de um
estudo documental, ndo tinhamos participantes stricto sensu. Coleta e analise de dados:
O estudo historico centrou-se nas preliminares matematicas do 4/magest de Ptolomeu,
uma obra que a literatura aponta como a mais antiga evidéncia do nascimento da
trigonometria. Resultados: Dentro dos resultados destacamos a medicdo indireta de
distancias como a utilizagdio que permitiu a construgcdo inicial de nogdes
trigonométricas e a sinergia de trés utilizagdes do conhecimento geométrico —a que
chamamos trabalho geométrico— como fundamentais para este processo. Conclusdes:
Concluimos salientando a importincia da criacdo de situagdes didaticas concretas que
explorem o funcionamento destes resultados em ambientes de ensino e a necessidade
de estudos historicos em torno de outros pontos na construgdo de nogdes
trigonométricas.

Palavras-chave: significado linear e aritmético; significado trigonométrico;
uso do conhecimento; estudo historico-epistemologico; trabalho geométrico.

Indirect Distance Measurement and Geometric Work in the Construction of
Trigonometric Notions

ABSTRACT

Background: Among the multiple phenomena reported around the teaching
and learning of trigonometry is the exclusive use as technical tools that trigonometric
ratios receive. This use allows and promotes the construction of limited meanings and
the dissociation of school trigonometry from geometric notions and procedures.
Objective: In view of this problem, we carried out a study of the germinal construction
of trigonometric notions, in a historical setting, with the aim of identifying uses of
mathematical knowledge that are worthwhile to enrich those that inhabit the school and
its associated meanings. Design: We conducted this study from socio-epistemological
theory and through a particular configuration of content analysis. Setting and
participants: Being a documentary cut study we did not have participants stricto sensu.
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Data collection and analysis: The historical study focused on the mathematical
preliminaries of Ptolemy's Almagest, a work that the literature points out as the oldest
evidence of the birth of trigonometry. Results: Among the results we highlight the
indirect measurement of distances as the use that allowed the initial construction of
trigonometric notions and the synergy of three uses of geometric knowledge —which
we call geometric work—as fundamental to this process. Conclusions: We conclude by
stressing the importance of creating concrete didactic situations that explore the
operation of these results in teaching environments and the need for historical studies
around other points in the construction of trigonometric notions.
Keywords: linear and arithmetic meaning; trigonometric meaning; use of

knowledge; historical-epistemological study; geometric work.

INTRODUCCION

A mediados de la educacion secundaria —alrededor de los 15 afios—, los
estudiantes comienzan el estudio de un conjunto de nociones matematicas
distintas. Unos entes con apariencia extrafia, que no responden a las reglas
numérico-algebraicas construidas a lo largo de sus ocho o nueve afios de
trayectoria académica: las nociones trigonométricas —razon, funcion y serie—
(Weber, 2008).

Ante este panorama, no sorprende la cantidad de fenomenos reportados
alrededor de los procesos de enseflanza y aprendizaje de dichas nociones.
Dentro de ellos: la indiscutida introduccion del circulo unitario (v. g. Brito y
Barbosa, 2004) y del paso del grado al radian como unidad de medida del
angulo (v. g. Diaz, Salgado y Diaz, 2010), la no identificacion del angulo como
argumento (v. g. Thompson, 2008), la indistincion de las nociones
trigonométricas —razon, funcion y serie— (v. g. Montiel y Buendia, 2013) y su
uso exclusivo como herramientas técnicas para el calculo de un valor faltante.

Con relacion a este ultimo fenomeno —en el que se centra este estudio—,
Maldonado (2005) menciona que “se definen razones trigonométricas [...]
unicamente para utilizarlas como medios de solucion” (p. 15). De forma similar,
pero respecto a la funcion trigonométrica, la autora considera que “ésta solo es
utilizada sin necesidad de ser comprendida” (p. 68). Afirmaciones que
comparten los estudios de Weber (2005), Araya, Monge y Morales (2007), y
Mesa y Herbst (2011).

Al respecto, Montiel y Jacome (2014) concluyen que este uso exclusivo
limita la actividad matemaética a dividir los lados del tridngulo rectangulo y
disocia la trigonometria escolar de las nociones y procedimientos geométricos,
al mismo tiempo que permite la construccion de un significado lineal y
promueve un significado aritmético para las nociones trigonométricas.
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El significado lineal refiere a la concepcion y tratamiento lineal que la
trigonometria escolar admite para la relacion angulo-longitud en el tridangulo,
producto de no analizar explicitamente la naturaleza de dicha relacion. Por
ejemplo, en el estudio aludido —Montiel y Jacome (2014)—, al construir un
modelo a escala de una situacién-problema de medicion de distancias
inaccesibles, mas de la mitad de los profesores participantes presentan
bosquejos en los cuales coexisten decrementos constantes del angulo de
elevacion con crecimientos constantes del lado adyacente al mismo (Figura 1).

Figura 1

Modelo propuesto que refleja una relacion lineal entre el angulo de elevacion
y el lado adyacente al mismo. (Adaptada de Montiel y Jacome (2014))

El significado aritmético, por su parte, hace alusion a la concepcion de
las nociones trigonométricas —en particular la razén— como ‘solo’ un proceso
aritmético de dividir las longitudes de los lados del tridngulo, producto de la
centracion que la trigonometria escolar tiene sobre el dominio aritmético de
dichas nociones. Asi, en el estudio referido —Montiel y Jaicome (2014)—, pese a
la explicita solicitud de construir un modelo a escala de la situacion-problema,
ninguna de las representaciones fabricadas por los participantes del estudio
constituye un modelo geométrico a escala stricto sensu (Figura 2), en tanto no
guardan proporcion con la realidad, sino que fungen unicamente como una
ilustracion de donde tomar los datos a sustituir en la ‘formula trigonométrica’
que resuelve el problema.
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Figura 2

Bosquejo propuesto donde hl —la altura a calcular— cambia
‘proporcionalmente’ de una figura a otra. (Adaptada de Montiel y Jacome
(2014))
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La investigacion previa en la disciplina advierte que, aunque el uso
como herramienta técnica convierte a las nociones trigonométricas en
instrumentos esenciales para muchos campos de aplicacion y espacios escolares
(Montiel, 2011), produce significados limitados y conflictivos respecto a las
nociones trigonométricas; ademas no asegura una comprension robusta de las
mismas (Weber, 2005) ni el desarrollo de un pensamiento trigonométrico ante
el manejo del triangulo, sus elementos y las relaciones entre estos (Montiel y
Jacome, 2014).

En otras palabras, un estudiante/profesor puede lograr un desempefio
matematico correcto ante las tareas tipicamente escolares relativas a las razones
trigonométricas y aun asi desarrollar el significado lineal y aritmético asociado
a estas, es decir, puede resolver ejercicios trigonométricos mas no desarrollar
pensamiento trigonométrico. Ademads, en términos de transversalidad curricular,
podriamos preguntarnos qué aporta este ‘correcto desempefio’ sobre las razones
trigonométricas en la comprension y tratamiento de la funcion trigonométrica,
considerando que en esta ultima nocion si resulta fundamental el estudio de su
naturaleza trascendente; ;acaso no estamos, desde la propia matematica escolar,
generando desarticulacion entre ambas nociones -razéon y funcion
trigonométricas—, al dotarlos de significados de naturaleza distinta?

Ante esta problematica, nos planteamos un proyecto de investigacion
cuya hipotesis de partida es que al ampliar los usos de las nociones
trigonométricas —mas alld del uso como herramienta técnica— y aminorar la
brecha existente entre la geometria y la trigonometria escolar, es posible
confrontar y enriquecer los significados que la trigonometria escolar actual
permite y promueve.
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Atender esta hipoétesis requiere, en primer lugar, responder al menos
tres preguntas: 1) ;qué otros usos de las nociones trigonométricas existen?, 2)
(qué papel juegan las nociones y procedimientos geométricos en estos usos? y
3) (qué nociones y procedimientos geométricos estan involucrados?

Un escenario factible para responder estas preguntas es el historico, ya
que, como menciona Gémez (2003), los estudios historico-epistemologicos son
utiles para tomar consciencia de que, para una misma nociéon matematica, ha
habido diferentes acepciones; asi como para establecer los elementos
constitutivos de su significacion, los diferentes sentidos que ha tenido y su
adaptacion a la resolucion de distintas situaciones y problemas.

En este escrito damos cuenta de un estudio sobre la construccion
germinal de las nociones trigonométricas, en un escenario historico, orientado
a responder las tres preguntas mencionadas, desde la perspectiva que ofrece la
teoria socioepistemologica, y con el objetivo de dirigir nuestros resultados a
contribuciones epistemoldgicas.

ASPECTOS TEORICOS-METODOLOGICOS

La teoria socioepistemologica y la problematizacion del saber
matematico

La teoria socioepistemoldgica —o socioepistemologia—, teoria
desarrollada dentro del paradigma sociocultural, parte de reconocer que la
construccion y significacion de las nociones y procedimientos matematicos
pende de su uso situado —cultural, historica e institucionalmente— (Cantoral,
2013).

Para ello entiende el uso como las formas en que es empleada una
nocidén matematica en un contexto especifico, sean estas formas conscientes o
inconscientes, implicitas —en el actuar de los individuos— o explicitas —a través
de representaciones escolares o contextuales— (Cruz-Amaya, 2019; Cabafias-
Sanchez y Cantoral, 2012; Rotaeche, 2012).

Esta postura sobre la construccion y significacion de las nociones
matematicas implica, entre otras cosas, que el contexto determina el tipo de
racionalidad con la cual un sujeto —individual, colectivo o historico— construye
conocimiento (Cantoral, Montiel y Reyes-Gasperini, 2015); una vision
contraria la vision formalista o tradicional de la racionalidad en la que “ser
racional reside inicamente en pensar y actuar de acuerdo con reglas abstractas
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y universalmente aplicables, como las reglas logicas, probabilisticas,
matematicas, etc.” (Xiang, 2008, p. 103).

Con esto en mente, la socioepistemologia propone un modelo para
explicar tedrica y empiricamente la construccion de una nociéon matematica
especifica mediante su uso situado, expresado a través de la coordinacion de
practicas de diversa indole, al que denomina modelo de anidacion de prdcticas.

En los primeros tres niveles de dicho modelo —lectura ascendente—
(Figura 3), ttiles para explicar empiricamente la construccion de una nocioén
matematica especifica, se parte de las acciones directas del sujeto ante el medio;
las cuales se organizan como actividades humanas situadas socioculturalmente;
para perfilar una prdctica socialmente compartida, en tanto iteracion deliberada
del sujeto y determinada por el contexto (Cantoral, 2013).

Figura 3
Modelo de anidacion de prdcticas. (Adaptada de Cantoral (2013))
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La socioepistemologia ha adoptado a la problematizacion del saber
como una ruta de investigacion para el estudio de las practicas que acompafian
la construccion de una nocién matematica especifica. Para dicha teoria, esta
requiere de dos momentos: la historizacion y la dialectizacion.

La historizacion del saber matemadtico refiere al estudio e
identificacion de aquellos usos y significados que le son propios a la nocion
matematica en cuestion y que se han diluido, transformado o perdido en su
introduccion a la matematica escolar (Montiel y Buendia, 2012). Es necesario
explicitar que este estudio no se limita al analisis del objeto matematico per se;
sino que incluye —sin ignorar lo anterior— el analisis detallado de las
circunstancias socioculturales que permitieron la construccion de la pieza de
conocimiento en cuestion, “de la racionalidad contextualizada con la cual fue
concebida en su tiempo y espacio” (Reyes-Gasperini, 2017, p. 54).
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La dialectizacion del saber matematico, por su parte, alude a la
confrontacion de los usos y significados reconocidos en la historizacion con los
que viven en la escuela, los ambientes técnicos-profesionales, la cotidianidad
de las personas, entre otros espacios.

En este sentido, la problematizacion del saber, desde la perspectiva
teorica adoptada, es una herramienta teorica-metodologica 1til para identificar
usos, significados y otros elementos que permitieron la construccion de una
nocion matematica especifica, asi como para —con base en los primeros—
confrontar y enriquecer los usos y significados que habitan la escuela, espacios
profesionales y otros. Una herramienta que permite “hablar entre si a las
distintas posturas y explicaciones, significarlas con base en sus contextos,
entenderlas y estudiarlas con base en ellos” (Reyes-Gasperini, 2017, p. 55).

Una historizacion de las nociones trigonométricas

Con el propoésito de atender las tres preguntas de partida, realizamos
una historizacion de las nociones trigonométricas; esto es, estudiamos las
condiciones socioculturales en las cuales se construyeron y difundieron
inicialmente las nociones trigonométricas, asi como el uso —en término de
acciones y actividades— que su ‘productor’ hace de las nociones y
procedimientos matematicos.

Realizamos dicha historizacion a través de una configuracion particular
del andlisis de contenido®, en tanto herramienta sociolégica para el analisis de
las comunicaciones relativo a las condiciones de produccion/recepcion de estas
(Bardin, 1996 en Céceres, 2003), compuesto de seis etapas (Figura 4).

El objeto de analisis refiere a la seleccion de la obra especifica en la
que reconocemos el nacimiento de las nociones trigonométricas. Durante esta
etapa elegimos al capitulo IX del libro I del A/magesto de Ptolomeo como
nuestro objeto de andlisis, dado que —de forma general— la literatura coincide
en que la ‘tabla trigonométrica’ construida en dicho apartado constituye la
comunicaciéon humana mds antigua en la que encontramos evidencia del
nacimiento de la trigonometria. Entendiendo esta ultima como el estudio
sistematico y cuantitativo de las relaciones que se establecen entre un angulo y
las distancias que este subtiende.

! La descripcién completa del método se puede consultar en (Cruz-Mérquez, 2018,
pp- 54-64).
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Figura 4

Esquema general de los elementos metodologicos del estudio

Objeto de analisis

Recoleccion de fuentes
Pre-andlisis de los datos

Anilisis de los datos

ion e inferencia

La recoleccion de fuentes, por su parte, alude a la busqueda y
organizacion de obras asociadas al objeto de analisis seleccionado.
Clasificamos las fuentes reunidas durante esta etapa en cuatro tipos: 1) estudios
sobre historia de las ciencias y de la matematica en general, donde ubicamos,
por ejemplo, Science Awakening I (van der Waerden, 1974); 2) versiones
modernas del Almagesto, entre las que podemos mencionar a Ptolomy’s
Almagest (Toomer, 1984); 3) analisis del A/magesto, por ejemplo A Suvey of
Almagest (Pedersen, 2010); y 4) traducciones comentadas de la obra maestra
de Ptolomeo, dentro de las que destaca E/ Capitulo IX del Libro I del Almagesto
de Claudio Ptolomeo (Saiz, 2003).

El pre-andlisis de los datos, tercera etapa de nuestro andlisis de
contenido, hace referencia al estudio inicial de las fuentes recolectadas con el
afan de discriminar los que constituiran nuestros datos. Durante esta etapa
realizamos lecturas comprensivas de las fuentes recopiladas, seleccionamos
documentos o secciones de documentos que consideramos podrian ayudar a
responder nuestras preguntas iniciales, y tradujimos y transcribimos algunos de
estos, con la intencion de hacer su analisis mas sencillo y eficiente.

El andlisis de los datos alude al estudio —con base en los elementos
teoricos— de los datos seleccionados y procesados anteriormente, asi como de
establecimiento de causalidades, correspondencias y vinculos entre estos. En
correspondencia con nuestra postura teorica, realizamos esta etapa en dos fases:
el andlisis contextual y el analisis textual.
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Para el analisis contextual tomamos como punto de partida la propuesta
metodoldgica planteada por Espinoza-Ramirez y Cantoral (2010), la cual
sostiene que para acercarse al significado sociocultural de una obra esta debe
verse al menos desde tres perspectivas: como una produccion con historia,
como un objeto de difusion y como parte de una expresion intelectual global.
En este sentido, cuestiones como ;quién fue Claudio Ptolomeo?, ;qué eventos
sociales, politicos y/o econdémicos son determinantes en la publicacion y
difusion del Almagesto?, y ;qué relacion mantiene el Almagesto con otras obras
matematicas o didacticas relevantes en la época? cobraron importancia en
nuestro estudio (Cruz-Marquez y Montiel, 2017).

Respecto al analisis textual, gracias a lo reportado en la literatura y a
un estudio previo realizado sobre los Elementos de Euclides, nos percatamos
de que en el capitulo IX del libro I del A/magesto de Ptolomeo podiamos
identificar unidades discursivas, en tanto porciones de texto con una gramatica
y funcion semejante (Figura 5), asi como unidades de analisis o proposiciones,
en tanto secciones del texto con una composicion similar y con un objetivo
especifico (Cruz-Marquez y Montiel, 2017) (Figura 6).

Con esto en mente, comenzamos el analisis textual del A/magesto
estudiando a detalle la estructura discursiva de las proposiciones reconocidas y
llevando a cabo cada una de las construcciones geométricas y pruebas
matematicas involucradas en estas —etapa que denominamos analisis micro—.
Esto con el propdsito de identificar las acciones —en el sentido del modelo de
anidacion de practicas— que lleva a cabo el autor de forma directa sobre los
objetos, asi como las herramientas que le son utiles para ello. Como nucleo de
este primer nivel de andlisis textual nos planteamos las cuestiones ;qué hace?
y (como lo hace?

Figura 5

Estructura discursiva de la proposicion primera (PP1)

Uso

Enunciado

Exposicion
Preparacion
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Figura 6
Proposiciones identificadas en el Capitulo IX del Almagesto de Ptolomeo.
(Adaptada de Cruz-Marquez (2018, p. 112)).
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En un segundo nivel de analisis —que denominamos analisis meso—,
estudiamos el objetivo de cada una de las proposiciones identificadas. Esto con
el proposito de derivar relaciones entre proposiciones y posibles actividades —
en el sentido del modelo de anidacion de practicas—. Como nucleo de este
segundo nivel de analisis nos planteamos la cuestion ;para qué lo hace?

Por ultimo, en un tercer nivel de analisis —denominado analisis macro—,
realizamos la articulacion de los objetivos particulares de cada proposicion y
los nexos entre estos, con la intencion de acercarnos al objetivo del documento
y a responder a nuestras preguntas de partida.

La interpretacion e inferencia, quinta etapa de nuestro andlisis de
contenido, refiere al planteamiento de respuestas para nuestras preguntas de
partida, con base en los datos recolectados, seleccionados y analizados en las
etapas anteriores.

La conclusion, por otro lado, alude al proceso de sintesis, redaccion y
presentacion final de los resultados obtenidos.

RESULTADOS

En correspondencia con la herramienta metodolégica implementada,
exponemos los resultados de la historizacion realizada en tres grandes
apartados: el analisis contextual, el analisis textual y una sintesis de los
principales resultados.
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Analisis contextual del Almagesto

Producto de esta primera fase de analisis identificamos la problematica
que enfrentaban los astronomos contemporaneos de Ptolomeo, asi como las
condiciones en las cuales lo hicieron. Describimos estos resultados a
continuacion.

Sobre el contexto

Reconocemos a las condiciones en las que se produjo y difundi6 la obra
maestra de Ptolomeo como una trama de tres componentes: el contexto
sociocultural, el contexto cientifico y el contexto tacito.

El contexto sociocultural se refiere a los eventos de indole social y
cultural que jugaron un rol trascendental en la vida, la educacion y el quehacer
de Ptolomeo. Entre estos destacamos el desarrollo de las civilizaciones antiguas
—egipcia y mesopotamicas—, la ventajosa ubicacion geografica (Boyer, 1986) e
ingenio del pueblo griego (Mateu y Orts, 2006), la fundacion y poderio
econdémico y cultural de Alejandria (Kline, 1972), la creacion y auge de su
Museo y su Biblioteca (Melogno, Rodriguez y Fernandez, 2011), y la
concurrencia de Ptolomeo y sus antecesores cientificos directos —Euclides,
Apolonio e Hiparco— en dicha ciudad (Boyer, 1986).

El contexto cientifico, por otro lado, alude a los avances y sucesos que
dan forma al ambiente matematico y astrondmico en el que Ptolomeo cred y
difundi6 su obra. Por ejemplo el uso de la astronomia para la anticipacion de
fendmenos terrestres (van der Waerden, 1974) y las observaciones
astronémicas realizadas por las civilizaciones antiguas, el sistema de
numeracion 'y métodos de calculo mesopotadmicos (Aaboe, 1964), la
identificacion de la inconmensurabilidad y el consecuente auge de la geometria
deductiva griega (Sanchez, 2012), la composicion de los Elementos de Euclides
(Euclides, 1991; Boyer, 1986), la emergencia del angulo como cuantificacion
de la amplitud (Matos, 1990), las teorias de epiciclos y excéntricos de Apolonio
(Boyer, 1986), y toda la produccion cientifica de Hiparco (Maor, 1998).

Dentro de estos, consideramos que tres herramientas fueron
fundamentales para el trabajo de Ptolomeo: la geometria axiomatica deductiva
griega —reunida en los FElementos de Euclides—, los avances aritmético-
algebraicos de las civilizaciones mesopotamicas y una nocién cuantitativa del
angulo.
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La geometria axiomatica deductiva griega, y especificamente la obra
insigne de Euclides, provee a Ptolomeo de un cimulo bastante rico de
herramientas de construcciéon geométrica y prueba matematica. Ademas, los
Elementos dotan de un lenguaje y una racionalidad particular a todas las obras
cientificas posteriores a su publicacion, y el A/magesto de Ptolomeo es una
muestra clara de ello —por ejemplo, solo en el capitulo estudiado identificamos
el uso recurrente de al menos 20 proposiciones de esta obra de Euclides,
provenientes de los libros I, II, II1, IV, VI y XIII-.

Dentro de los aportes aritmético-algebraicos mesopotamicos cabe
resaltar su sistema numérico que, al ser sexagesimal y posicional, tenia amplias
ventajas sobre los sistemas griegos y egipcios contemporaneos, en especial al
trabajar con nimeros grandes y con fracciones. Sumado a esto, los métodos de
calculo de las civilizaciones mesopotamicas, como la interpolacion lineal y la
aproximaciéon de raices, fueron determinantes en el asombroso grado de
precision observado en la tabla trigonométrica construida por Ptolomeo —de
hasta siete cifras decimales respecto al calculo actual (Bressoud, 2010)—.

La nocién cuantitativa del angulo, concreta en la division de la
circunferencia del circulo en 360 partes —cada una de ellas dividida
subsecuentemente en 60 partes mas pequefias—, que la matematica griega
construye con base en la astronomia y matematica mesopotamica y que para
los tiempos de Ptolomeo ya era de uso estandar, es un elemento esencial para
los fines del astronomo pues funge como la unidad de referencia, con base en
la cual expresa y opera los angulos centrales y arcos de circunferencia.

Por ultimo, el contexto tacito hace referencia al conjunto articulado de
creencias sobre la estructura, composicion y funcionamiento del universo que
predominaba en la época de Ptolomeo, denominado en la actualidad
cosmovision aristotélica del universo (DeWitt, 2010) (Figura 7).

Bajo esta, se concibe al universo como finito y esférico, y a la Tierra
como un cuerpo estatico y flotante en el vacio —creencias presentes desde los
modelos de los milesios (Asimov, 1975)—. Mientras que los cuerpos celestes se
suponen entes esféricos con movimientos circulares uniformes alrededor del
centro del universo, donde se encuentra la Tierra —creencias sugeridas por los
pitagoricos (Boyer, 1986) y secundadas por la escuela platonica (Saiz, 2003)—.

Una observacion importante respecto a estos contextos es que, si bien
exponerlos de forma disjunta nos es 1til para dar claridad y linealidad al relato,
estos no son independientes, al contrario, se entrecruzan —contraponen y
favorecen— constantemente y en su conjunto dan forma a las condiciones que
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hicieron posible la labor de Ptolomeo, asi como la emergencia de las nociones
trigonométricas en su obra.

Figura 7

Esquema del universo conforme a la cosmovision aristotélica. (Adaptada de
Apian, Bellere y Gemma (1545, p. 6)).

Sobre la problematica

A mediados del siglo II a.C., bajo las condiciones socioculturales,
cientificas y tacitas aludidas, Hiparco de Nicea —astronomo contemporaneo de
Ptolomeo— observd que los modelos celestes construidos bajo la cosmovision
aristotélica del universo no eran capaces de explicar las estaciones del afio. Es
decir, si consideramos al Sol como un cuerpo que se desplaza de manera
circular uniforme alrededor del centro del universo, donde esta ubicada la
Tierra como un ente estatico (Figura 8a), la distancia, el tamafio y brillo
aparente del Sol deberia ser similar durante todo el afio; que no es lo que
observamos.

En consecuencia, Hiparco plante6d que, para hacer coincidir el modelo
con los hechos empiricos, era necesario que la Tierra no estuviese ubicada
exactamente en el centro de la ecliptica (Figura 8b), la pregunta consecuente es:
entonces, (a qué distancia del centro esta ubicado nuestro planeta?

Para atender esta pregunta, Hiparco dividio6 la ecliptica utilizando las
mediciones empiricas de la duracion de las estaciones del afio. Asi, si la
distancia entre el equinoccio de primavera (P) y el equinoccio de otofio (O) es
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187 dias de los 365% del afio, entonces el arco PVO corresponde a 184.31° de
los 360° en los que se divide el circulo, en consecuencia, el arco OO’ es igual a
4.31°. De manera homdloga, Hiparco calculdé que el arco VV’ corresponde a
1.98°.

Figura 8

Problema de las estaciones desiguales. (Figura 8b adaptada de Bressoud
(2010)).
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En este punto, para calcular la distancia entre la Tierra y el centro de la
ecliptica, mediante el ahora denominado teorema de Pitdgoras, a Hiparco solo
le restaba conocer la longitud de las cuerdas subtensas por los arcos OO’y VV’.
Sin embargo, no poseia un instrumento matematico util para medir distancias
indirectamente en el contexto del circulo, esto es, una herramienta que asociara
cuantitativa y sistematicamente los arcos —o dangulos centrales— con sus
respectivas cuerdas y viceversa, asi que Hiparco se dio a la tarea de construirla;
quehacer que devino en la primera ‘tabla trigonométrica’ de la que tenemos
noticia —y que lo hizo acreedor del titulo de padre de la trigonometria—.

Esta tabla, al igual que la mayoria de los trabajos de Hiparco, no ha
llegado hasta nosotros, pero sabemos de ella gracias a las obras de sus sucesores,
especialmente de Claudio Ptolomeo, quien en el capitulo IX del libro I del
Almagesto —nuestro objeto de analisis— construye una tabla homologa.
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Analisis textual del Almagesto

Esta segunda fase de analisis nos permiti6 identificar tres bloques de
proposiciones o momentos de trabajo, y tres usos que Ptolomeo da a las
nociones geométricas en el transcurso de su obra. A continuacion, ampliamos
acerca de estos resultados y mostramos ejemplos del analisis micro? y meso
realizado alrededor de algunas de las proposiciones y bloques.

Sobre los bloques de proposiciones o momentos de trabajo

Para cumplir su objetivo —construir una tabla que asocie los angulos
entre 0,5° y 180° con un intermedio de medio grado, con sus respectivas
cuerdas—, Ptolomeo requiri6 de tres bloques de proposiciones 0 momentos de
trabajo —en tanto conjunto de proposiciones con objetivos afines—: las primeras
cuerdas, los métodos geométricos y las cuerdas ‘pares’ (Figura 9).

Figura 9

Bloques de proposiciones identificadas

/ i — N

Bloque 1: = 8! ppR? = PP6 Bloque 2: :
Primeras Cuerdas Métodos Geométricos ;

Bloque 3:
Cuerdas ‘Pares’

-’

En las primeras cuerdas Ptolomeo identifica los seis primeros pares
angulo-cuerda de su tabla: las cuerdas subtensas por arcos —angulos centrales—
de 180° 120° 90° 72° 60° y 36°. A manera de ejemplo, en la proposicion
primera (PP1), para [;qué hace?]® calcular la cuerda subtensa por un angulo
central de 90°, el autor [;,como lo hace?] declara algunos elementos geométricos
de partida: una circunferencia dividida en 360 partes y su diametro dividido en

2 El andlisis completo de las construcciones geométricas y de las pruebas matematicas de cada una de
las proposiciones puede consultarse en (Cruz-Marquez, 2018, pp. 107-152).

3 En esta seccién utilizamos corchetes para sefialar el qué hace, el como lo hace y el para qué lo hace de
las distintas proposiciones y bloques, con la intencidn de reflejar su rol en el analisis de estas.
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120 (Figura 10), cada una de estas divida subsecuentemente en 60 partes mas
pequetias —division que utiliza a lo largo de todo el capitulo—. Posteriormente
construye el radio de la circunferencia perpendicular al diametro de esta (BD)
y traza la cuerda AB. Por ultimo, calcula, con ayuda del ahora denominado
teorema de Pitagoras, la longitud del segmento AB.

Figura 10

Primeras cuerdas. (Izquierda: adaptada de Saiz (2003, Apéndice).
Derecha: disefiada digitalmente segin la primera, con lineas discontinuas
afiadidas, seglin sea necesario para construir la figura sélida, segin las
propuestas de Elementos de Euclides).

Si bien los pares angulo-cuerda construidos por Ptolomeo en este
primer momento de trabajo eran bastante conocidos en la época —algunos de
ellos incluso formaban parte de los Elementos de Euclides (Bressoud, 2010)—,
su objetivo [(para qué lo hace?] es fungir como materia prima para los
momentos posteriores.

En los métodos geométricos, segundo bloque o momento de trabajo,
Ptolomeo se da la tarea de ampliar los pares angulo-cuerda construidos
anteriormente. Para ello, propone, prueba y hace uso de cuatro métodos
geométricos que constituyen un puente entre los seis pares que ya conoce y los
que requiere para completar su tabla.

Por ejemplo, en la proposicion segunda (PP2), Ptolomeo [;qué hace?]
construye y utiliza su primer método geométrico, que le permite calcular la
cuerda subtensa por el angulo central que es suplemento de un angulo central
cuya cuerda conoce. Para ello, el autor [;como lo hace?] parte de una
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semicircunferencia y su diametro, divididos como se ha explicado antes, a la
cual agrega una cuerda cuyo angulo central conoce —36° en el caso que ilustra—
(Figura 11).

Figura 11

Primer método geométrico. ((Izquierda: adaptada de Saiz (2003, Apéndice).
Derecha: disefiada digitalmente segun la primera).

Posteriormente, Ptolomeo construye la cuerda que une el extremo
restante del diametro y el extremo de la primera cuerda, esto es, la cuerda
subtensa por el angulo central que es suplemento del primer angulo —144° en el
caso ilustrado—. Por ultimo, el autor se vale de los ahora denominados teorema
de Tales y teorema de Pitagoras para establecer una relacion entre las longitudes
que conoce —el diametro de la semicircunferencia y la primera cuerda
construida— y la longitud que pretende averiguar —la cuerda subtensa por el
angulo central de 144°—.

La importancia [;para qué lo hace?] de los métodos construidos por
Ptolomeo durante este segundo momento de trabajo, no solo radica en la
cantidad de pares angulo-cuerda que permiten agregar a su tabla —algo més de
120—, sino en que representan el primer medio sistematico para describir de
forma cuantitativa la relacion existente entre los angulos centrales y cuerdas
correspondientes del cual tenemos evidencia, constituyen el nacimiento de la
trigonometria —en el sentido antes mencionado—.

En las cuerdas ‘pares’, tercer y ultimo bloque o momento de trabajo
identificado, Ptolomeo se da a la tarea de [;qué hace?] aproximar la cuerda
subtensa por un angulo central de 1°y 0.5° Para ello, el autor [;como lo hace?]
prueba que ‘la razon entre la cuerda mayor y la cuerda menor en un circulo es
menor que la razéon de sus respectivos arcos’. Esto, ademds de [;para qué lo
hace?] servirle como fundamento geométrico para aproximar las cuerdas
deseadas, es una clara evidencia de la plena conciencia del autor sobre la
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naturaleza no proporcional de la relacion que se establece entre los arcos —
angulos centrales— y las cuerdas que estos subtienden.

Sobre los usos de las nociones geométricas

Finalmente, de manera transversal a las proposiciones y momentos de
trabajo aludidos, Ptolomeo usa las nociones y procedimientos geométricos,
especialmente la proporcionalidad, el circulo y el triangulo rectangulo —sus
elementos, relaciones y propiedades—, de al menos tres formas: como
herramientas de construccidon, como herramientas tedricas y como herramientas
aritmético-algebraicas.

El uso como herramientas de construccion refiere a cuando Ptolomeo
declara y/o agrega los objetos geométricos que van a intervenir en una
proposicion, el uso como herramientas tedricas a cuando el astronomo formula
y prueba relaciones geométricas existentes entre los objetos declarados y
construidos anteriormente, y el uso como herramientas aritmético-algebraicas
refiere a cuando el autor utiliza implicaciones aritméticas y/o algebraicas de las
relaciones geométricas construidas para agregar nuevos pares angulo-cuerda a
su tabla.

A manera de ejemplo, en la proposicion cuarta (PP4), Ptolomeo se da
a la tarea de [;qué hace?] construir un método geométrico que le permita
calcular la cuerda subtensa por el angulo diferencia de dos angulos cuyas
cuerdas conoce. Para ello, el autor [;como lo hace?] introduce algunos
elementos geométricos: una semicircunferencia —dividida como se ha
explicado antes— y dos cuerdas cuyos angulos centrales asociados conoce (AB
y AC), ambas con un extremo en el didmetro (Figura 12a). Hasta este punto el
autor emplea las nociones geométricas como herramientas de construccion.

Posteriormente, Ptolomeo argumenta que también son conocidas las
cuerdas subtensas por los angulos suplemento de los dos primeros (BD y CD),
esto por la proposicion segunda (PP2) —descrita més arriba—. Ademas, se vale
de que el cuadrilatero ABCD esta inscrito en la semicircunferencia y que las
dos diagonales de este (BD y AC) y tres de sus lados (AB, AD y DC) son
conocidos para asegurar, mediante el ahora denominado teorema de Ptolomeo,
que ‘es evidente que, si dos arcos y las lineas que subtienden estan dadas, se
dara también la linea subtendida por la diferencia entre esos dos arcos’ (Figura
12b). En esta seccion ubicamos el uso de las nociones geométricas como
herramientas tedricas.
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Figura 12
Usos de las nociones geométricas. (Adaptadas de Saiz (2003, Apéndice)).
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Por ultimo, el autor se vale de la interpretacion aritmético-algebraica
de la relacion que ha construido para calcular, entre muchas otras, la longitud
de la cuerda subtensa por un angulo central de 12° —con base en las cuerdas de
60° y 72°—, hasta entonces desconocida (Figura 12¢). Aqui ubicamos el uso de
las nociones geométricas como herramientas aritmético-algebraicas.

A la sinergia de estos tres usos que Ptolomeo da a las nociones
geométricas en su obra es lo que —para efectos del estudio— denominamos
trabajo geométrico.

Una sintesis necesaria

Fruto de establecer una relacion entre los fendmenos naturales
terrestres y los astrondmicos, las antiguas civilizaciones de occidente se vieron
en la necesidad de observar y registrar los fendmenos celestes, y —mas
adelante— de componer sistemas que explicaran y anticiparan los mismos.
Consecuencia del afan por construir estos sistemas, en el marco de la
cosmovision aristotélica del universo, es que los astronomos griegos
enfrentaron la necesidad de medir indirectamente distancias en el contexto del
circulo. Ocupacion que —como hemos visto— hizo necesaria la construccion de
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una explicacion sistematica y cuantitativa de la relacion existente entre un
angulo central y las longitudes que este subtiende, esto es, la construccion de la
primera relacion de naturaleza trigonométrica.

Para atender esta problematica Ptolomeo heredd al menos tres
herramientas fundamentales: la geometria axiomatica deductiva griega, los
avances aritmético-algebraicos de las civilizaciones mesopotamicas y una
nocion cuantitativa del angulo. La primera fue util para componer y justificar
modelos geométricos que encarnaran las creencias articuladas bajo la
cosmovision aristotélica del universo, y la segunda y tercera fueron esenciales
para ajustar dichos modelos a los mas de cuatro mil afios de datos empiricos
con los que se contaba hasta el momento.

Asi, al construir su tabla trigonométrica, Ptolomeo tomo nociones
como la proporcionalidad, el circulo y el tridngulo rectangulo —sus elementos,
propiedades y relaciones—, y las us6 para introducir y construir objetos
geométricos, para establecer ciertas propiedades y relaciones entre estos, y para
calcular los pares angulo-cuerda deseados. En otras palabras, se valid del
trabajo geométrico, en tanto sinergia de usos como herramientas de
construccion, como herramientas tedricas y como herramientas aritmético-
algebraicas, sobre las nociones matematicas aludidas, para cumplir su objetivo.

Por ultimo, es importante subrayar el rol que desempefiaron las
condiciones socioculturales aludidas para el establecimiento de una atmoésfera
al menos favorable para la produccion matematica y astronomica de la época
de Ptolomeo, para la estructura y composicion del Almagesto, y —en definitiva—
para la construccion de las nociones trigonométricas.

DISCUSION Y CONCLUSIONES

Los principales resultados y aportes de este estudio —consecuencia de
las preguntas planteadas— son relativas al uso inicial de las nociones
trigonométricas y al papel que las nociones y procedimientos geométricos
juegan en este. En consecuencia, el primer punto de discusion es sobre el que
nuestro analisis histérico sefiala como el uso germinal de las nociones
trigonométricas: la medicion indirecta de distancias en el contexto del circulo.

La revision de planes y programas de estudio, libros de texto y clases
de trigonometria nos haria pensar que la medicion indirecta de distancias ocupa
un lugar importante en la trigonometria escolar. Sin embargo, investigaciones
como la realizada por Montiel (2014) muestran que tanto en las tareas
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trigonométricas habituales (Figura 13a) como en los denominados ‘problemas
de aplicacion’ (Figura 13b) no se requiere que el estudiante realice o analice
construcciones geométricas —dado que estas, asi como su proporcionalidad,
constituyen condiciones de partida—, que obtenga mediciones o datos, o
consigan la solucion por otra via.

Figura 13

Tarea trigonométrica habitual y problema de aplicacion. (Adaptadas de
Montiel (2014)).
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Este tipo de actividad matematica reduce el trabajo del educando a
elegir la ‘formula trigonométrica’ adecuada, sustituir los valores dados y
realizar los procedimientos aritméticos pertinentes para calcular el dato que
resuelve el problema (Brito y Barbosa, 2004; Weber, 2005; Diaz, Salgado y
Diaz, 2010; Mesa y Herbst, 2011; y Montiel, 2014).

En consecuencia, consideramos que —de forma general- en la
trigonometria escolar actual, la medicion indirecta de distancias constituye un
escenario ficticio de aplicacion de definiciones y féormulas, en lugar de un
contexto de uso y significacion de las nociones trigonométricas que propicie su
construccion y el estudio de la naturaleza propia de la relacion angulo-longitud.

El segundo punto de discusion es sobre el rol de la geometria en la
construccion y significacion de las nociones trigonométricas. Si bien diversos
estudios (v. g. Patricio, Garcia y Arrieta, 2005; Navarro y Villalva, 2009;
Jacome, 2011; y Montiel, 2014) coinciden en la utilidad y pertinencia de acercar
las nociones y procedimientos geométricos a la introduccion y desarrollo de las
nociones trigonométricas, las cuestiones sobre como hacerlo y qué nociones y
procedimientos geométricos son pertinentes a este proceso constituyen areas
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auténtico debate. Como ejemplo de ello comentamos brevemente las
propuestas de Bressoud (2010) y Weber (2005, 2008).

En la primera el autor propone la introduccion a la trigonometria a
partir del ‘modelo del circulo’ con base en consideraciones historicas, relativas
a los problemas trigonométricos resueltos en las obras de Euclides, Hiparco y
Ptolomeo, dado que anteceden a las razones trigonométricas en el triangulo
rectangulo. Sin embargo, su contribucion no incluye una reflexion didactica
sobre como esos problemas vivirian en el aula —dada su complejidad—. Aunado
a esto, y a proposito del reciente aporte de Mandsfield y Wildberger (2017),
hoy se acepta que la tablilla Plimpton 322 —datada un milenio antes de Hiparco—
contiene calculos trigonométricos exactos con base en razones en el tridngulo
rectangulo. Si bien estos calculos provienen de una epistemologia distinta de la
que da origen al actual calculo de las razones trigonométricas y se requiere de
un analisis profundo para reconocer la pertinencia de cualquiera de estos
modelos en un escenario didactico, es claro que el argumento cronoldgico no
es suficiente para decidir cual debe llevarse al aula.

En la segunda propuesta el autor presenta y pone en practica un método
experimental de introduccion de las funciones trigonométricas con la intencion
de estudiar la comprension de estas con estudiantes de educacion superior del
sistema escolar estadounidense. Dicho método parte de la idea de que las
operaciones trigonométricas pueden ser entendidas como ‘procesos
geométricos’.

En particular, el proceso geométrico que propone para calcular el seno
de un angulo dado es construir un circulo unitario en un plano cartesiano, usar
un transportador para dibujar un rayo que parta del origen de dicho plano —de
tal suerte que el angulo entre la parte positiva del eje x y el rayo sea el angulo
deseado—, localizar el punto de interseccion entre el rayo y el circulo unitario,
y determinar la ordenada o altura de esa interseccion (Weber, 2008).

Estimamos que, si bien esta propuesta pone en juego ciertos elementos
geométricos, estos constituyen principalmente un método de introduccion del
circulo unitario y un medio para ‘justificar geométricamente’ un procedimiento
métrico o numérico de calculo de las razones trigonomeétricas basicas. Ademas,
pese a que promueve el analisis de la relacion angulo-funcion trigonométrica y
sus propiedades, no ahonda explicitamente en la naturaleza trascendente —
trigonométrica— de dicha relacion.

En conclusion, a la luz de los antecedentes y resultados expuestos,
afirmamos que en su introduccion a la escuela las nociones trigonométricas han
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perdido su funcionalidad germinal y su naturaleza intrinseca, /o trigonométrico
que las caracteriza, para convertirse en un campo de memorizacion y aplicacion
de definiciones y formulas, y un espacio de ejercitacion para la
proporcionalidad.

Como alternativa —y respuesta a las preguntas de partida— planteamos
que la medicion indirecta de distancias en el contexto del circulo constituye un
escenario favorable para el andlisis de la naturaleza de la relacion angulo-
longitud y, en consecuencia, para confrontar y ampliar el significado lineal y
aritmético asociado a las nociones trigonométricas. Ademas, postulamos que el
trabajo geométrico —entendido como la sinergia de usos como herramientas de
construccion, como herramientas tedricas y como herramientas aritmético-
algebraicas— sobre nociones geométricas como la proporcionalidad, el circulo
y el tridangulo rectangulo —sus elementos, propiedades y relaciones— resulta
fundamental en dicho proceso.

En estudios posteriores se debera crear una situacion didactica concreta
bajo estos supuestos epistemoldgicos y someterlos a pruebas empiricas, y
realizar estudios alrededor de otros puntos historicos de la construccion de las
nociones trigonométricas y de su introduccion y evolucion al interior de los
sistemas educativos... pero esa sera una nueva historia.
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