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RESUMEN

Antecedentes: el estudio del conocimiento del profesor de matematicas ha
centrado la atencion en diferenciar a los licenciados en matematicas de otro tipo de
profesionales que tienen conocimiento del area, de manera que se puedan establecer
caracteristicas especificas que identifiquen al profesional licenciado para la ensefianza
de las matematicas. Objetivos: caracterizar el conocimiento especializado del profesor
que incorpora las tecnologias de la informacion y comunicacion (TIC) en la ensefianza
de las matematicas utilizando la modelacion. Disefio: investigacion de caracter
cualitativo basada en un estudio de caso de tipo instrumental. Contexto y participantes:
el estudio es realizado en un curso de Educacion basica secundaria, con un profesor con
la formaciéon y la experiencia en la ensefianza de las matematicas con recursos
tecnologicos. Recopilacion y analisis de datos: Los analisis se enfocaron en tres
subdominios del modelo del Conocimiento Especializado del Profesor de Matematicas,
a saber: conocimiento de los temas, conocimiento de las practicas matematicas y
conocimiento de la ensefianza de las matematicas, mediante la adaptacion de
indicadores a las categorias de conocimiento de estos subdominios, integrados con
aspectos de la modelacion. Resultados: Se encontraron las relaciones que surgen entre
categorias de los subdominios y que son evidencia de la necesidad que el profesor que
ensefia matematicas, conozca en profundidad su disciplina y la relacione con su
conocimiento didactico-pedagogico para poder desarrollar procesos de modelacion
matematica usando las TIC. Conclusiones: Se concluyé que la construccion de
indicadores de conocimiento del KoT, KPM y KMT permitié comprender e interpretar
el conocimiento especializado del profesor al ensefiar conicas, y en particular la
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circunferencia, mediante modelacion matematica con el software especializado
GeoGebra.

Palabras claves: modelacion; conocimiento especializado; MTSK;
conocimiento de las matematicas, ensefianza de las matematicas.

Conhecimento especializado do professor de matematica para ensinar por meio
de modelagem usando TIC

RESUMO

Antecedentes: O estudo dos conhecimentos dos professores de matematica
centrou-se na diferenciacdo dos licenciados em matematica de outros tipos de
profissionais que t€ém conhecimentos da area, de modo a que possam ser estabelecidas
caracteristicas especificas que identifiquem o licenciado profissional para o ensino da
matematica. Objetivos: caracterizar o conhecimento especializado do professor que
incorpora tecnologias de informagao e comunicagdo (TIC) no ensino de matematica por
meio de modelagem. Desenho: de natureza qualitativa com desenho de estudo de caso
do tipo instrumental. Contexto e participantes: o estudo ¢ realizado numa turma do
ensino secundario, com um professor formado e experiente no ensino de matematica
com recursos tecnoldgicos. Coleta e andlise de dados: As analises focaram em trés
subdominios do modelo de Conhecimento Especializado do Professor de Matematica,
a saber: conhecimento de tdpicos, conhecimento de praticas matematicas e
conhecimento de ensino de matematica, por meio da adaptagdo de indicadores as
categorias de conhecimento desses subdominios, integrados com Aspectos da
modelagem. Resultados: Foram encontradas as relagdes que surgem entre as
categorias dos subdominios e que sdo evidéncias de que ¢ necessario que o professor
que ensina matematica conhega a fundo sua disciplina e a relacione com seu
conhecimento didatico-pedagogico para desenvolver processos de modelagem
matematica utilizando TIC. Conclusdes: Concluiu-se que a constru¢do de indicadores
de conhecimento do KoT, KPM e KMT permitiu compreender e interpretar o
conhecimento especializado do professor no ensino de conicas, e em particular a
circunferéncia, através da modelagdo matematica com o software especializado
GeoGebra.

Palavras-chave: modelagem; conhecimento especializado; MTSK;
conhecimentos de matematica; ensino de matematica

INTRODUCCION

Diversos investigadores han hecho esfuerzos por evidenciar y
caracterizar la profesionalizacion del profesor de matematicas, de manera que
existan caracteristicas puntales que los hagan diferenciar de cualquier
profesional con conocimiento disciplinar de las matematicas, como lo son: los
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matematicos, fisicos, estadisticos, ingenieros, contadores, entre otros. Es asi
como los trabajos de Shulman (1986), Fennema y Franke (1992), Rowland et
al. (2005), Ponte (1992) y Ball et al. (2008), sirvieron como fundamento para
la conceptualizacion del modelo de conocimiento especializado del profesor de
matematicas -MTSK- (Carrillo et al., 2018). Este modelo aborda elementos de
conocimiento tanto disciplinares como de tipo didactico ligados a un contenido
especifico de las matematicas y con los cuales deberia contar cualquier profesor
que ensefia matematicas, independiente al nivel de escolaridad en el que se
encuentre.

En Colombia, pais en el cual se llevo a cabo esta investigacion, desde
el afio 2002 la docencia de matematicas es desarrollada por profesionales que
no necesariamente cuentan con el titulo de licenciado en matematicas. Esta
situacion fue validada por el Ministerio de Educacion Nacional en Colombia
(Gobierno de Colombia-MEN, 2002) y ha sido contemporanea a la
implementacion del programa del Ministerio de Tecnologias de la Informacion
y Comunicacion (Min-TIC) ‘computadores para educar’ (Gobierno de
Colombia-MinTIC, 2016), cuya idea estd basada en la implementacion de
computadores en las escuelas colombianas de forma complementaria a la
formacion de profesores en competencias sobre las Tecnologias de la
Informacion y Comunicacion (TIC), con el objetivo de mejorar la calidad
educativa. Sin embargo, los resultados en pruebas estandarizadas como por
ejemplo el programa para la evaluacion internacional de alumnos (PISA) en el
informe presentado por la Organizacion para la Cooperacion y el Desarrollo
Econémicos (OCDE) en el caso de matematicas y lenguaje, muestran que los
paises que mas dinero y recursos TIC han implementado en el contexto
educativo no han obtenido buenos resultados a largo plazo (OCDE, 2019).

De este modo, la necesidad de formacion del profesorado en el
componente didactico-pedagogico lleva a pensar en la necesidad de que en las
escuelas colombianas los profesores con formacion disciplinar y en pedagogia,
sean los encargados de ensefiar las matematicas (Padilla-Escorcia y Acevedo-
Rincon, 2022). Asi se podria dar una mayor importancia a la profesion docente,
mediante la seleccion de un perfil del profesor que ensefia matematicas, con
caracteristicas en ensefianza del area, pedagogia y didactica, que no tiene otro
profesional afin a las matematicas. El conocimiento que tiene un profesional de
estas caracteristicas tiene especificidades concretas respecto de las matematicas,
lo que le permite profundizar en el posible uso de las TIC para la ensefianza de
las matematicas, con sentido didactico-pedagdgico, debido a que sera capaz de
usar los recursos tecnologicos como medios para llevar a cabo la ensefianza de
los contenidos de las matematicas de una manera mas interactiva, practica y en
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donde se puedan evidenciar mas competencias matematicas, como el caso de la
modelacién (Padilla-Escorcia y Acevedo-Rincén, 2020 Padilla-Escorcia, y
Acevedo Rincon, 2021;Padilla-Escorcia, 2022)

En un estudio previo (Padilla-Escorcia, 2020) se plantea si los
profesores de matematicas colombianos estdn preparados para ensefiar los
contenidos matematicos que supongan al estudiante un alto grado de
abstraccion a través de las TIC, especialmente en la modelacion, la cual
representa un lugar relevante dentro de las agendas de investigacion a nivel
internacional, debido al interés que genera la forma en cémo el profesorado
implementa esta competencia en la ensefianza (Verschaffel & De corte, 1997;
Villa-Ochoa, 2015; Granados-Ortiz & Padilla-Escorcia, 2021).

En diversos trabajos se plantea que, mediante la insercion de
herramientas tecnoldgicas es posible hacer visible la competencia de
modelacion, a través del uso de diferentes representaciones de la matematica,
como los objetos, el analisis de modelos matematicos y los graficos algebraicos
que se vinculan a la realidad a través de entornos virtuales (Villa-Ochoa, 2007;
Villa-Ochoa & Ruiz, 2009; Villa-Ochoa, Gonzalez & Carmona, 2018; Molina-
Toro, Rendon-Mesa, & Villa-Ochoa, 2019).

En ese orden de ideas, esta investigacion busca caracterizar el
conocimiento especializado del profesor que incorpora las TIC en la ensefianza
de las matematicas utilizando la modelacion. Esto, debido a que la mayoria de
los estudios que han sido realizados alrededor del conocimiento especializado
del profesor de matematicas, han estado enfocados en explorar los
conocimientos matematicos y de tipo didactico-pedagdgico, que requiere un
profesor para la ensefianza de un contenido de educacion basica primaria,
secundaria e incluso educacion superior. Sin embargo, no se habian estudiado
aspectos ligados al conocimiento necesario para enseflar un contenido de
matematicas a través de la tecnologia. Por lo tanto, en este articulo de
investigacion se hace una aproximacion desde el modelo MTSK, Mathematics
Teacher Specialised Knowledge (Carrillo et al., 2018) y se formula la siguiente
pregunta de investigacion: ;cuales son las caracteristicas del conocimiento
especializado del profesor que incorpora las TIC en la ensefanza de las
matematicas utilizando la modelacion?

De esta forma, se muestran los fundamentos teodricos del estudio,
centrados en MTSK como modelo de analisis del conocimiento profesional del
profesor de matematicas, y la modelacion en educacion matematica.
Posteriormente se describe el disefio metodologico del estudio desarrollado y
la categorizacion a partir de los indicadores del conocimiento de los topicos
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(Knowledge of Topics, KoT), del conocimiento de la ensefianza de las
matemadticas (Knowledge of Mathematics Teaching, KMT) y, del conocimiento
de las practicas matemadticas (Knowledge of Practice of Mathematics, KPM),
que contribuyen a los analisis desarrollados en el posterior apartado.
Finalmente, se muestran los resultados y las conclusiones de este articulo.

MARCO TEORICO DEL MTSK

Desde los afios ochenta, el conocimiento del profesor de matematicas
ha sido objeto de estudio, discusion, andlisis y evaluacion desde el ambito de la
investigacion. Asi, trabajos como el de Ball, Thames y Phelps (2008), Rowland
et al (2005), o Godino (2009), han profundizado en los componentes de dicho
conocimiento desde diferentes modelos tedricos que conceptualizan el
conocimiento del profesor. Por su parte, Carrillo et al. (2018) proponen un
modelo de Conocimiento Especializado del Profesor de Matematicas -MTSK-,
que pretende constituirse en una herramienta analitica para comprender el
conocimiento que un profesor de matematicas usa cuando desarrolla tareas
ligadas a su profesion. Dicho modelo conserva la estructura en dos dominios
propuesta por Ball, et al. (2008), diferenciando el conocimiento matematico,
ligado al conocimiento profundo de la disciplina, del conocimiento didactico
del contenido, entendido desde la perspectiva de Shulman (1986).

El dominio del conocimiento matematico se divide a su vez en tres
subdominios. El primero de ellos, el conocimiento de los temas (KoT), refleja
un conocimiento de indole local de la matematica ensefada, y engloba tanto el
conocimiento relativo a definiciones, procedimientos y propiedades, como a
significados, registros de representacion, y aspectos fenomenologicos, en los
que se incluye el conjunto de situaciones, dentro de las cuales el profesor puede
ubicar un tema (conocimiento extra-matematico) para generar conocimiento
matematico a través del uso y aplicaciones de los contenidos en la vida real.

El segundo subdominio es el conocimiento de la estructura matematica
(KSM), que refleja el conocimiento que el profesor posee de los diferentes
temas matematicos como un conjunto de elementos conectados y relacionados.
Asi, en este subdominio encontramos las conexiones de simplificacion,
complejizacion, transversales y auxiliares (Montes et al., 2016). Finalmente, el
conocimiento de la practica matematica (KPM), contempla el conocimiento que
posee el profesor acerca de las matematicas desde una perspectiva sintactica
(Schwab, 1978).
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Por otro lado, el conocimiento didactico del contenido (PCK, de
acuerdo con la terminologia propuesta por Shulman, 1986) se estructura en tres
subdominios. El primero de ellos, el conocimiento de la ensefianza de las
matematicas (KMT), que corresponde al conocimiento que tiene el profesor
relativo a recursos manipulativos o digitales para la ensefianza de la matematica,
a teorias de ensefianza que le permitan estructurar su docencia, y a tareas y
ejemplos que pueda usar en sus clases. El segundo de ellos, el conocimiento de
las caracteristicas del aprendizaje matematico (KFLM), se centra en el
conocimiento del profesor sobre diferentes aspectos del aprendizaje del alumno,
como las fortalezas o las dificultades que pudieran tener, sus formas habituales
de tratar el contenido matematico, o aspectos emocionales en el aprendizaje de
la matematica. Este subdominio también incluye el conocimiento de teorias de
aprendizaje, ya sean personales o provenientes de investigaciones en educacion
matematica. Finalmente, el conocimiento de los estandares de aprendizaje
matematicos (KMLS) abarca el conocimiento que el profesor tiene acerca tanto
de los estandares curriculares oficiales como de otros propios de asociaciones
profesionales. También se incluye en este subdominio el conocimiento de
propuestas de secuenciacion de diferentes temas matematicos, o el
conocimiento del nivel de desarrollo conceptual o procedimental que se
esperaria que tuviera un alumno.

Finalmente, el modelo MTSK considera un tercer dominio ligado a las
creencias del profesor de matematicas como elemento que permea el
conocimiento del profesor (Carrillo et al., 2018). Dicho dominio no sera
abordado en este trabajo.

Modelacion en Educacion Matematica

Para definir la modelacion en el campo de la educacion matematica, es
necesario abordar los conceptos de modelo matematico y de modelizacion
matematica, como elementos claves en los procesos de modelacion matematica.
Asi, la modelizacion matematica es entendida por Villa-Ochoa (2007) como
“una actividad cientifica en matematica que se involucra en la obtencion de
modelos propios de las demas ciencias” (p.65). Dichos modelos tienen una
naturaleza matematica y son sistemas axiomaticos conformados por términos
indefinidos que se obtienen a partir de la abstraccion y cualificacion de ideas
del mundo real y que se caracterizan por ser graficos, simbolos, simulaciones y
construcciones experimentales (Maki y Thompson 1973; Giordano, et al., 1997;
Leal, 1999; Villa-Ochoa et al., 2009), que en su mayoria pretenden explicar,
predecir y solucionar aspectos de un fendémeno o situacion contextualizadas.
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En ese sentido, se entiende la modelacion matematica como una
oportunidad de generar la abstraccion y aplicacion de los hechos de la vida
cotidiana con fines educativos a los contenidos de las matematicas que ensefia
el profesor de matematicas. Asi, distintos autores (Cetinkaya et al., 2016;
Galbraith, et al., 2007; Parra-Zapata et al., 2018; Romo et al., 2019; Rosa &
Orey, 2019; Villa-Ochoa, 2007; Villa-Ochoa et al., 2009; Villa-Ochoa et al.,
2020; Villa-Ochoa & Ruiz, 2009; Villarreal et al., 2018) plantean que la
modelacion en la educacion matematica se concibe como un proceso en el que
se relacionan las matematicas y el resto de las disciplinas, o, desde una
perspectiva mas informal, lo que se denomina ‘mundo real’.

De esta manera, la modelacion ayuda a que los estudiantes construyan
un concepto matematico, a través de la creacion de sus propias imagenes
mentales asociadas a contextos de cada contenido. Lo que motiva a que se
despierte el interés por el aprendizaje de las matematicas, dada la relacion de
esta disciplina con la vida real. La modelacion en educacién matematica, a su
vez, explora el estudio de situaciones y resolucion de problemas de la vida
cotidiana que estan relacionados con el conocimiento matematico y que sirven
de recurso en la ensefianza y el aprendizaje de las matematicas por parte del
profesor, puesto que el uso de datos reales les permite a los estudiantes dar y
referenciar un significado a este proceso (matematizar); es decir, plantear y
representar relaciones entre los diferentes objetos y las cantidades.

Es por esa razon que los profesores deben relacionar las distintas
problematicas que puedan ser productivas como objeto de estudio, es decir que
puedan ser modeladas en el aula de clase, y que no necesariamente sean
especificamente de las matematicas, sino de otras areas del conocimiento como
la fisica, economia, administracion e ingenieria, entre otras (Cetinkaya et al.,
2016). El conocimiento del profesor sobre modelacion matematica no es de
indole exclusivamente matematica, en el sentido de MTSK, sino que implica
también conocimientos que promuevan la modelacion matematica en el aula,
denominados estos conocimientos como extra-matematicos por Villa-Ochoa et
al. (2020), centrados en desarrollar la propia modelacion o su integracion con
otras disciplinas (Carmona-Mesa, Cardona Zapata & Castrillon-Yepes, 2020).

En vista de lo anterior, el integrar aspectos de la modelacion dentro de
las categorias de conocimiento de los subdominios del MTSK parece no solo
posible, dado que en este modelo de conocimiento del profesor se profundiza
aspectos disciplinares de las matematicas y de tipo didéctico-pedagdgico, los
cuales estan presentes también cuando se quieren desarrollar procesos de
modelacién matematica en aula, sino también necesario, para retroalimentar al
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propio modelo MTSK. Para Villa-Ochoa (2007), el proceso de modelacion se
puede entender desde las fases de modelacion que debe tener en cuenta el
profesor en la eleccion y andlisis de los contextos y fenémenos cotidianos que
seran los objetos por modelar. Dichas fases son las siguientes:

Observacion y experimentacion: consiste en la identificaciéon de un
fendmeno o problema de la vida cotidiana y que es propenso a
ser modelado, de manera que el profesor tenga en cuenta, qué
conceptos previos que debe haber interiorizado el alumnado
para abordar la situacion a modelar.

Delimitacion del problema: consiste en reducir todas las variables con
los que cuenta un problema o fendémeno del mundo real que se
pretende modelar. Asi, no se consideran todos los datos que
intervienen en el fenémeno, por lo que se realizan
simplificaciones y asunciones que eliminan algunos datos, y
permitan la construccion del modelo deseado que represente el
fenomeno de estudio.

Seleccion de estrategias: consiste en la seleccion de los recursos y
metodologias por parte del profesor para organizar secuencias
de tipo didactico que contribuyan a la representacion,
manipulacion y tratamiento, tanto de los modelos intermedios,
como del modelo final deseado o pretendido.

Evaluacion y validacion: consiste en valorar la pertinencia del modelo
utilizado, teniendo en cuenta que se haya dado cumplimiento a
las condiciones impuestas, de acuerdo con el conjunto de datos
experimentados. En esta fase son especialmente relevantes las
discusiones que se dan entre compaifieros, y entre alumnos y
especialistas en el tema, asi como la influencia de cambio de
comportamiento de las variables que constituyen el modelo.

Conexion con otros modelos y situaciones: consiste en identificar otros
fenomenos en los cuales se puedan establecer relaciones entre
los mismos conceptos, pero bajo otro tipo de interpretaciones.

Por tanto, tomando como referencia los indicadores de conocimiento
que se proponen de las categorias que conforman los subdominios del MTSK
(Carrillo et al., 2018) y de acuerdo con las fases de modelacion (Villa-Ochoa,
2007), se proponen indicadores de conocimiento que requiere el profesor para
la ensefianza de las secciones conicas utilizando las TIC a partir del desarrollo
de procesos de modelacion en aula. Cada una de las fases expuestas, que son
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necesarios para llevar a cabo el proceso de modelacion matematica en el aula,
se requiere de la experticia del profesor, tanto de tipo matematico, para saber
relacionar los contenidos de las matematicas con situaciones problematicas que
puedan ser solucionadas con dicho contenido matematico, a través de la
modelacidn. Asi como de tipo didactico para saber establecer la secuencialidad
que conlleva a la representacion, manipulacion y tratamiento del modelo que
plasme la situacion que esta relacionada con determinado contenido de las
matematicas.

Asi, en el caso de la observacion y experimentacion que debe tener en
cuenta el profesor de matematicas para desarrollar procesos de modelacion, se
encuentra la relacion que esto tiene con el conocimiento de los temas (KoT), en
cuanto a las categorias de definiciones, relaciones fenomenoldgicas y registros
de representacion; en el conocimiento de las caracteristicas de aprendizaje de
las matematicas (KFLM) en relacion a la categoria de motivaciones de los
estudiantes para el aprendizaje de las matematicas; en el conocimiento de la
ensefianza de las matematicas (KMT) las técnicas y recursos de ensefianza; en
el conocimiento de las practicas matematicas (KPM) en las categorias de
formas de proceder y de modelar.

Por su parte, en el momento de delimitacion del problema, parece
plausible la relacion con el desarrollo de procesos de modelacion con el
conocimiento de los temas (KoT) en las categorias de propiedades y
definiciones. Del mismo modo, en el momento de seleccion de estrategias, se
guarda relacion con el conocimiento de la ensefanza de las matematicas (KMT),
desde las categorias de potencialidad del recurso, y de actividades, tareas,
ejemplos y estrategias para la ensefianza de las matematicas; y en el
conocimiento de los temas (KoT), con la categoria de registros de
representacion.

Finalmente, de cara a desarrollar procesos de evaluacion, validacion y
conexion con otros modelos, el profesor movilizara conocimiento de los temas
(KoT) en las categorias de definiciones, propiedades, relaciones
fenomenologicas y procedimientos; y su conocimiento de las practicas
matematicas (KPM), con las categorias de formas de modelar y proceder.

En esta investigacion nos centramos Unicamente en los subdominios
KoT y KPM del dominio matematico, y el subdominio KMT del dominio del
PCK. Esta decision se tomo debido a que son los subdominios del modelo en
los cuales sus respectivas categorias guardan mas relacion con las fases de la
modelacion propuesta por Villa-Ochoa (2007). Asi, la versatilidad que tiene
este modelo para establecer relaciones entre propias categorias de un mismo
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subdominio, entre categorias de distintos subdominios del mismo dominio de
conocimiento y entre categorias de distintos subdominios de diferentes
dominios de conocimiento, es muestra de la proyeccion del MTSK a las fases
de la modelacion matematica, una practica no abordada en su profundidad en
las categorias del KPM, pero sustancial dentro del conocimiento especializado
que requiere un profesor que ensefia un contenido de las matematicas, como es
el caso de las secciones conicas que puede ser aplicado a diversas situaciones
de la vida cotidiana, y que mediante el uso de herramientas y/o recursos
tecnologicos facilita su ensefianza a través de esta practica. Por lo que se
requiere que el profesor de matematicas no solamente tener conocimiento
matematico, sino de tipo didactico-pedagdgico, que hagan que su conocimiento
sea especializado para la ensefianza de la modelacion de determinado contenido
haciendo uso de la tecnologia. Si bien indicadores de los subdominios KSM y
KFML (PCK) y KMLS (MK) podrian ser identificados y analizados en futuras
investigaciones, no seran objeto de estudio en este trabajo.

METODOLOGIA

Este trabajo de investigacion se desarrolla bajo un enfoque cualitativo
(Stake, 2010) con un estudio de caso de tipo instrumental (Stake, 2005), ya que,
a través de un caso particular de estudio, se comprende, interpreta y analiza qué
implica integrar elementos de la modelacion dentro de la practica de un profesor
que ensefia secciones conicas utilizando las TIC.

Participantes y contexto

A partir de los criterios de Simons (2011), de un conjunto de casos
relacionados con los intereses de la investigacion, se selecciona un profesor de
seudonimo Pablo, cuya formacion es en licenciatura en matematicas,
especialista en didactica de las matematicas y magister en didactica de las
matematicas, que cuenta con experiencia docente de tres afios, ensefiando en el
grado décimo de Educacion Media las secciones conicas y utilizando software
especializados de la matematica como GeoGebra, Geo Tic, entre otros, ademas
de haber publicado un articulo cientifico sobre su practica.
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Instrumento de recogida de datos

El instrumento utilizado para la recoleccion de la informacion en la
investigacion corresponde a 13 unidades de observacion no participante
aplicadas a Pablo, 11 bajo la modalidad virtual y 2 bajo la modalidad presencial.
Estas unidades de observacion se transcribieron textualmente y corresponden a
clases que fueron grabadas del profesor Pablo, en la cual este hizo uso de las
TIC para la ensefianza de los siguientes contenidos que corresponden a las
secciones conicas: la Circunferencia y sus partes, recta tangente a una
circunferencia, ecuacion canodnica de la circunferencia, demostracion de la
ecuacion general de la circunferencia, grafica de la circunferencia, la elipse,
construccion de una elipse de manera empirica y en el plano, partes de la elipse,
demostracion de la ecuacion general de la elipse, calculo de las partes de la
elipse, la hipérbola, partes de la hipérbola, calculo de la ecuacion general de la
hipérbola y grafica de la hipérbola. Para términos de este articulo de
investigacion se selecciond un extracto de un episodio de la sesion de clases #2
observada, desde la linea 37 ala 57 (2. S2-L37-57) relacionado con el contenido
de la circunferencia. La codificacion que se utilizé para las unidades de analisis
es la siguiente: sesion, nimero de la sesion y lineas de transcripcion de la sesion.
Se decidid elegir el episodio antes mencionado, debido a que muestra
evidencias de conocimiento especializado del profesor acerca de los
subdominios a estudiar en el presente, relaciones entre estos y acercamientos
del profesor para desarrollar modelacion matematica en la ensefianza del
contenido de las secciones conicas, especificamente de la circunferencia.

Analisis de los datos

En cuanto al analisis de los datos, se utilizan como instrumento de
analisis los indicadores a las categorias de conocimiento de los subdominios
del MTSK propuesto por Carrillo et al. (2018), adaptados a los momentos de la
modelacion que debe tener en cuenta el profesor de matematicas propuestos por
Villa-Ochoa (2007) para desarrollar modelacion matematica (Tablas 1, 2 y 3).
Estos indicadores estan vinculados a los subdominios, que son objeto de
analisis en este articulo de investigacion, KoT, KPM y KMT. El analisis se
desarrolla en forma de analisis de contenido a un extracto de un episodio
relacionado con el contenido de la circunferencia. En este analisis, con
caracteristicas inductivas, se organizan los datos en categorias, y a partir del
analisis de estos se revisan constantemente hasta llegar un punto de saturacion
en el que no se puede hacer mas aportes a dichas categorias, ya que estan
completamente definidas y descritas (Bardin, 1996; Krippedorff, 2009; Carter,
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2020). Es por eso, que el analisis de las interacciones entre Pablo y los
estudiantes en las cuales se pretende caracterizar el conocimiento especializado
del profesor se hace por subdominios del MTSK. De este modo las siguientes
tablas dan muestra de la propuesta de indicadores a las categorias de
conocimiento de los subdominios KoT, KPM y KMT del MTSK, como
adaptacién de los propuestos en el estudio realizado por Carrillo, et al., (2018)
y su respectiva relacion con los momentos del profesor para desarrollar
modelacién matematica en el salon de clase que propone Villa-Ochoa (2007),
en este orden: KoT, KMT y KPM.

En la Tabla 1, se muestran los momentos del profesor para desarrollar
modelacién matematica que mas se relacionan con categorias del subdominio
KoT, especialmente los que corresponden a la fase de observacion y
experimentacion y la de validacion y de evaluacion, lo que se entiende pues en
esta ultima se utilizan definiciones, procedimientos y propiedades de la
matematica para modelar situaciones de la vida real y generar el(los) modelo(s)
matematico(s) a partir de estos.

Tabla 1
Indicadores del KoT
Dominio Subdomini Categoria Indicadores  Momento de la
0 modelacion
Villa-Ochoa
(2007)

MK KoT Conocimiento (IC11) Saber Observacion y
de las las experimentaci
definiciones definiciones  6n

de las Evaluacion y
secciones Validacion
coOnicas en la

construccion

de modelos

matematicos

utilizando las

! Leyenda: IC representa a los Indicadores de Conocimiento del KoT enumerados del
1 alé.
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Conocimiento
del tipo de
fenomenologia o
aplicacion en la
vida cotidiana de
los contenidos
matematicos

Conocimiento
de los registros
de
representacion
de los
contenidos

Conocimiento

de las
propiedades y
fundamentos de

TIC
(GeoGebra)
(IC2)
Identificar
situaciones
del diario
vivir de las
propias
matematicas
o de areas del
conocimiento
afines  que
puedan  ser
modeladas de
las
matematicas
escolares
(secciones
conicas).
(IC3)
Representar
los
contenidos de
las
matematicas
escolares
(secciones
cOnicas) en
cada uno de
sus registros
(grafico,
numérico,
algebraico,
pictorico y de
lenguaje
natural).
(IC4) Aplicar
las
propiedades
de las

Observacion y
experimentaci
on

Observacion y
experimentaci
on

Seleccion  de
estrategias

Delimitacion
del problema
Evaluacion y
Validacion
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los contenidos a
modelar

Conocimiento
de los
procedimientos
de contenidos de
las matematicas
escolares en la
modelacion de
situaciones
matematicas de
contexto.

Conocimiento
de las posibles
relaciones
fenomenologica
S entre
contenidos
matematicos al
ser modelados

secciones
conicas en la
modelacion
de
situaciones
contextuales
mediante el
uso de
herramientas
TIC.

(IC5) Aplicar
los
procedimient
os de las
secciones
conicas en la
modelacion
de
situaciones
dentro de
matematica o
de areas de
conocimiento
a fin (ypor
qué se hace
asi? ;Como
se hace?
(Cuando se
hace asi?
Utilizando las
TIC.

(IC6)
Reconocer
las relaciones
fenomenologi
cas que
surgen dentro
de los
contenidos
matematicos

Observacion y
experimentaci
on

Evaluacion y
Validacion

Conexidén con
otros modelos
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en situaciones de (secciones

contexto.

conicas) y
que
contribuyen
en la
modelacion
de

situaciones
del mundo
real.

En la Tabla 2 se muestra que el momento del profesor para desarrollar
modelacién matematica que mds se relaciona con categorias del subdominio
KMT, es la seleccion de estrategias. Esto se entiende ya que, a partir del
conocimiento de los ejemplos, las estrategias y la potencialidad del recurso
como estrategia de ensefianza, permiten llevar a cabo procesos de modelacion
de situaciones reales de la vida cotidiana utilizando las matematicas en la
construccion de modelos.

Tabla 2.
Indicadores del KMT
Dominio Subdomini Categoria Indicadores  Momento de la
0 modelacion
Villa-Ochoa
(2007)
PCK KMT Conocimiento (IE1 %) Observacion y
del tipo de Identificar experimentacio
contenidos que situaciones n
son del gusto de que son de Seleccion de
los estudiantes. interés  del estrategias

estudiante en
la
modelacion
matematica

2 Leyenda: IE representa a los indicadores de conocimiento del KMT

enumerados del 1 al 6.
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Conocimiento de
la potencialidad

del recurso
virtual y/o
material en el

modelado de los
contenidos en
situaciones  de
contexto.

Conocimiento de
la potencialidad
del recurso
virtual y/o
material en la
ensefianza de los
contenidos

Conocimiento de
las actividades,

mediante los
softwares
matematicos
(IE2) Saber
la efectividad
de los
comandos de
GeoGebra y
programas de
Microsoft
como
herramientas
de apoyo
para la
modelacion
matematica
de
situaciones
del diario
vivir de las
secciones
conicas.
(IE3) Saber
la efectividad
de
herramientas
TIC
(GeoGebra y
programas
Microsoft)
para realizar
representacio
nes
matematicas
de  manera
dinamica de
las secciones
conicas.
(IE4)
Conocer

Seleccion  de
estrategias

Seleccion  de
estrategias

Delimitacion
del problema
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las tareas, las
estrategias y los
ejemplos que

contribuyan en la
enseflanza de los

contenidos
matematicos
Conocimiento
del tipo de
ayudas a
brindarles a los
estudiantes que
permitan  cubrir
sus necesidades

en la ensefianza
de los contenidos
matematicos

Conocimiento
del tipo de

variedad de
las
actividades,
los
egjercicios,
los ejemplos
y las tareas a
realizar con
herramientas
TIC que
contribuyan
en la
construccion
de modelos
matematicos
relacionados
con las
secciones
conicas
(IES) Saber
el tipo de
ayudas a
brindarles a
los
estudiantes
cuando
tengan
dificultades
para plasmar
una situacion
real a través
de la
modelacion
matematica
relacionada
con las
secciones
conicas.
(IE6) Saber
relacionar

Selecciéon  de
estrategias

Observacion y
experimentacio
n

Seleccion  de
estrategias

Conexion con
otros modelos
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teorias

institucionalizad
as como soporte
para realizar
procesos de
modelado
matematico
acerca de
situaciones
contextuales.

teorias y
procesos
pedagdgicos
en la

ensefianza de
la
modelacion
matematica
de
situaciones
y/o contextos
reales de las
secciones
conicas
utilizando
GeoGebra.

En la Tabla 3 se muestra que el momento del profesor para desarrollar
modelacién matematica que mas se relaciona con categorias del subdominio
KPM son la evaluacion y validacion, y la conexion con otros modelos. Esto se
entiende puesto que a partir del conocimiento del profesor sobre las formas de
modelar, demostrar y proceder utilizando algoritmos matematicos, este puede
desarrollar procesos de modelacion matematica de situaciones reales y a su vez
relacionar sus modelos matematicos como simulacion a dichas situaciones con

modelos matematicos ya existentes.

Tabla 3.
Indicadores del KPM
Dominio Subdomini Categoria Indicadores  Momento de la
o modelacion
Villa-Ochoa
(2007)
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MK KPM Conocimiento  (IP1%) Observacion 'y
de las practicas Interpretar experimentacio
del  quehacer situaciones n
matematico del mundo Evaluacion y
(modelacion de  real, cuya validacion
situaciones solucion esté
reales de determinada
contenidos mediante la
matematicos) construccion

de modelos
matematicos
usando
GeoGebra.
Conocimiento  (IP2)  Usar Evaluacion y

del proceder en
matematicas a

con sentido
los

validacion

través del uso algoritmos
de los modelos matematicos
matematicos en en la
situaciones modelacion
reales mediante de situaciones
algoritmos del mundo
real a través
de software
del area (i. e.
GeoGebra) de
las secciones
conicas.
Conocimiento  (IP3) Conexion con
para relacionar Relacionar otros modelos
modelos modelos
matematicos matematicos
entre si construidos
mediante el
software
(GeoGebra)

3 Leyenda: IP representa a los indicadores de conocimiento del KPM
enumerados del 1 al 6.
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como
solucion a
situaciones
del  mundo
real
relacionadas
con las
secciones
conicas y con
otros modelos

matematicos

ya existentes.
Conocimiento  (IP4) Evaluaciéon y
de validaciones Verificar la validacion
de las resolucion de
aplicaciones de una situacion
contenidos contextual de
matematicos las secciones
mediante la conicas de
simulaciéon de manera
estos tedrica,

mediante la

simulacién de

estas

construida a

partir de un

modelo

matematico

en GeoGebra.
Conocimiento  (IP5) Evaluacion y
de las Demostrar validacion
demostracione  conceptos,
S de los foérmulas,
contenidos axiomas, y/o
matematicos teoremas de
abstractos a las secciones
modelar coOnicas, que
mediante estan
situaciones relacionados
reales. con
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situaciones

del diario
vivir 'y que
pueden  ser

modelados

mediante

software

matematicos
Conocimiento  (IP6) Evaluacion y
del proceder en Reconocer validacion
laresolucionde los distintos
problemas niveles de

matematicos de abstraccion
acuerdo  con matematica
sus niveles de para llevar a
abstraccion. cabo
procedimient
0s
matematicos
relacionados
con
situaciones
del diario
Vivir y
solucionados
mediante
modelacion
matematica a
través de
GeoGebra.

Para este trabajo, se selecciona un episodio en el cual intervienen
elementos de la modelacion (Villa-Ochoa, 2007) y elementos del conocimiento
especializado del profesor que ensefia matematicas (Carrillo et al., 2013). El
episodio seleccionado, se centra en el proceso que tiene que hacer un estudiante
para, de acuerdo con el movimiento de rotacion de los radios de una
circunferencia con respecto al eje ¥, y mediante el software GeoGebra, dibujar
una recta tangente (2. S2 - L37-57) relacionado con el contenido de la
circunferencia y se muestra a continuacion:
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37

38
39

40

41

42
43

44

45

Pablo

Estudiante C
Pablo

Estudiante B

Pablo

Estudiante B
Pablo

Estudiante B

Pablo

Ese triangulo que se forma en GeoGebra
Jqué funcion cumple? ;Qué describe?
¢;Describe el movimiento del triangulo?
Eso indica que cuando el triangulo mida
90° por ahi por ese punto va a pasar las
rectas tangentes que les comenté, ;donde
quedara ubicado el triangulo rectangulo?

G

@

o

Figura 1. Grafico del Triangulo que se
forma en el movimiento continuo del radio
de la circunferencia en GeoGebra

;Como asi que va a indicar la recta
tangente al punto?

Es decir, que, si yo quiero hacer una recta
tangente a la circunferencia, yo coloco en
utilizo los comandos de GeoGebra,
Jobservas donde dice recta tangente?

St

Bueno, entonces con el cursor yo
selecciono: punto o recta en GeoGebra
Bueno, y luego selecciono donde dice la
circunferencia, conica o funcion

Exacto, el punto referencia va a ser el punto
G, miro y trazo la recta tangente.
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Figura 2. Grdfico de la recta tangente al
punto G de la circunferencia que forma a
su vez un triangulo rectangulo

46  Estudiante B S7 profe, ya entendi

47  Pablo (Qué triangulo se formo?

48  Curso Un triangulo rectangulo de 90°

49  Pablo Si  claro, ya que se formar wuna
perpendicular, es decir un angulo recto.

50 Estudiante B Y si yo quiero que la recta tangente pase
ahora por el punto ;jtambién se forma un
triangulo rectangulo?

51 Pablo St, mira voy a colocarlo en el punto D, es
decir que la recta tangente pase por ese
punto en la circunferencia, entonces ahora
se comienza a mover [pausa] y cada vez
que pase por los cuadrantes jqué se
marca? [Pausa el software GeoGebra y
muestra la representacion], una recta
tangente. ;/Se vio?

52 Grupo Si profe

53 Pablo JEn cuantos puntos corta la recta
tangente?

54  Estudiante H En uno.

55  Pablo OK, /y si la recta no cortara la
circunferencia en un solo punto?

56 Estudiante C  Enfonces, no seria una recta tangente.

57 Pablo OK

Este episodio inicia con un diagnostico que Pablo realiza a sus
estudiantes acerca del conocimiento que estos tienen del significado del
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movimiento de rotacion del radio de una circunferencia en GeoGebra, asi como
la forma que toma el triangulo que se forma en el movimiento del radio de una
circunferencia con el eje y. Después de esto, introduce el concepto de recta
tangente a una circunferencia, y define el tridngulo que se forma en el
movimiento del radio como triangulo rectangulo (medida de uno de sus angulos
igual a 90°). Luego afirma que cuando el movimiento del radio forma un angulo
de esta medida, por el punto final del lado de la hipotenusa del triangulo, pasa
una de las tantas rectas tangentes a la circunferencia. Finalmente, Pablo realiza
preguntas alrededor de la perpendicularidad y caracteristicas que tienen este
tipo de tridngulos.

RESULTADOS Y ANALISIS
Resultados
Caracteristicas del conocimiento especializado de Pablo

En este apartado, se describen las caracteristicas de conocimiento
especializado de Pablo encontradas en los subdominios objetivo de analisis de
este articulo de investigacion, en primera medida se encuentran las
caracteristicas del subdominio KoT, en el cual Pablo muestra conocimiento de
los procedimientos, registros de representacion y definiciones del contenido
correspondiente a la circunferencia. Luego, se encuentra las caracteristicas del
subdominio KPM, donde se evidencia el conocimiento del profesor sobre las
practicas matematicas (modelacion) de la recta tangente a una circunferencia.
Después de esto, se indaga acerca de las caracteristicas del subdominio KMT,
donde se evidencia el conocimiento del profesor acerca de la potencialidad del
recurso virtual y de estrategias para la ensefianza de la seccion conica referente
a la circunferencia. Dichas caracteristicas se describen a continuacion.

Caracteristicas del subdominio KoT

Pablo presenta tres caracteristicas del subdominio KoT, identificadas
cada una de ellas a partir de los indicadores correspondientes. Este profesor
tiene conocimiento de los procedimientos de los contenidos de las matematicas
escolares en la modelacion de situaciones matematicas de contexto identificada
a partir del indicador IC5 (Tabla 1). En este caso estd determinado por la
modelacion de la circunferencia, el movimiento de su radio con respecto al eje
Yy, y la construccion de la recta tangente que se forma partir de dicho
movimiento. Esto se evidencia en el hecho de que a la pregunta que Pablo hace
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al estudiante B: “;como asi que va indicar la recta tangente al punto? ” es una
muestra del conocimiento de Pablo acerca del ;cémo se hace el trazo de una
recta tangente a un punto de la circunferencia? Lo cual no solo es evidencia que
éste sabe como lograr que la recta tangente que se pretende buscar pase por un
solo punto de la circunferencia (punto G), sino que, ademas, sabe que el
movimiento del radio forma un dngulo recto y por tanto un triangulo rectangulo,
aparte de saber plasmar la situacion antes mencionada mediante los comandos
del software GeoGebra.

Pablo muestra también conocimiento de diferentes registros de
representacion (KoT) (Macias-Sanchez, 2014) para llevar a cabo la ensefianza
de las secciones conicas Lo cual estd relacionado con el IC3 de la Tabla 1:
“representar los contenidos de las matematicas escolares (secciones conicas) en
cada uno de sus registros (grafico, numérico, algebraico, pictdrico y de lenguaje
natural). En el caso de las representaciones de la lengua natural (2. S2- L.39),
muestra dominio para introducir el concepto de la recta tangente a la situacion
abordada de la circunferencia en el software GeoGebra sin profundizar en qué
es una recta tangente en matematicas (Definicion-KoT), mas si lo hace en el
uso puntual que esta recta tiene en la modelacion de la rotacion del radio de la
circunferencia de manera dindmica en GeoGebra.

En el caso de la representacion pictorica y grafica (2. S2- L45), Pablo
utiliza el punto G como representacion pictorica [obsérvese en la Figura 2] para
indicar el punto por donde pasa en el plano, la recta tangente a la circunferencia
y que se infiere hace Pablo para que los estudiantes construyan conocimiento
relativo a que en ese punto como coordenada del eje y, se formara el triangulo
rectangulo que se requiere para construir la recta tangente al punto. En cuanto
a la representacion grafica, se usa la grafica de la circunferencia, el radio, el
triangulo rectangulo inscrito en la circunferencia a partir del radio dibujado, y
la recta tangente a un punto de la circunferencia, para, con base en estos
elementos, analiza con sus estudiantes que la recta tangente solo corta un punto
de la circunferencia, o que la posicion del radio con el eje y, al rotarse mediante
uno de los comandos del software GeoGebra, debe formar un triangulo
rectangulo para que la recta tangente pueda pasar por un punto de la
circunferencia.

De este modo, el conocimiento de Pablo acerca de los registros de
representacion se evidencia significativamente en este episodio. Lo que se
alinea con el indicador IC3 del KoT, ya que el profesor, utiliza tres tipos de
registros de representacion: natural, pictdrico y grafico en la ensefianza de las
secciones conicas, particularmente de la recta tangente a una circunferencia en
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GeoGebra, lo cual se relaciona a su vez, con el momento de seleccion de
estrategias que propone Villa-Ochoa (2007), como se muestra en la Tabla 1,
debido a que el uso del lenguaje pictorico, verbal y grafico son utilizados en
beneficio del modelado del triangulo que se forma en el movimiento continuo
del radio de la circunferencia en GeoGebra, en el caso de la representacioén
pictérica utilizando puntos de GeoGebra como estrategia de visibilidad que
muestre el momento exacto en donde se forma el triangulo rectangulo como
resultado del movimiento dindmico de la recta tangente a la circunferencia en
dicho punto en el software, o de la representacion grafica, como estrategia de
visibilidad de la recta tangente que corta exactamente a un punto de la
circunferencia.

Ademas, Pablo evidencia conocimiento de las definiciones (KoT) en la
ensefianza de las secciones conicas, especificamente en este episodio de la
circunferencia (2. S2- L47-47), lo cual esta alineado con el IC1 de la Tabla 1,
que afirma que el profesor debe saber las definiciones de las secciones conicas
en la construcciéon de modelos matematicos utilizando las TIC, lo cual se
evidencia cuando Pablo afirma mediante interrogantes como ;Qué triangulo se
form6? ;En cuantos puntos corta la recta tangente? ;Y si la recta no cortara la
circunferencia en un solo punto? Las cuales se intuye que Pablo realice para
que los estudiantes interpreten la aplicacion de la definicion de las secciones
conicas como puesta en escena en la modelacion de estas definiciones en el
software GeoGebra, por lo que se prevé que Pablo sabe que el comportamiento
que se produce en el plano bidimensional a través de la rotacion de la recta
tangente en cualquier punto de la circunferencia forma un triangulo rectangulo,
asi como también que esta recta corta unica y exclusivamente un solo punto de
la circunferencia.

Caracteristicas del subdominio KPM

Pablo presenta una caracteristica del subdominio KPM, identificada a
partir de su indicador correspondiente. Este profesor tiene conocimiento parcial
de las practicas del quehacer matematico (modelacion de situaciones reales de
contenidos matematicos) identificada a partir del indicador IP1 (Tabla 3) ya que
sabe que para ensefiar la recta tangente a una circunferencia, lo puede hacer a
través de la modelacion de cualquier punto de la circunferencia por los cuales
pasa una y solamente una recta tangente en GeoGebra y que a su vez este
proceso conduce a que se forme un triangulo rectangulo cada vez que se da la
rotacion de la recta tangente con el respectivo punto en el plano cartesiano. No
obstante, se considera que la identificacion de conocimiento del profesor es
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parcial, debido a que no cumple con todo lo propuesto en el IP1 ya que el
proceso de modelacion que efecttia Pablo lo hace en un contenido particular de
las matemadticas, como lo es la circunferencia, no obstante, no aplica la
modelacion para plasmar situaciones de la vida cotidiana en donde se aplique
el contenido correspondiente a la circunferencia.

Caracteristicas del subdominio KMT

Pablo presenta dos caracteristicas del subdominio KMT, identificadas
cada una de ellas a partir de los indicadores correspondientes. Este profesor
tiene conocimiento de la potencialidad del recurso virtual y/o material en la
ensefianza de los contenidos identificada a partir del indicador IE3 (Tabla 2),
esto se evidencia cuando Pablo propone trazar una recta tangente a un punto de
la circunferencia, de manera que los estudiantes observaran que esta corta a la
misma en un solo punto, por eso, dada la funcionalidad del recurso (GeoGebra)
para seleccionar un punto cualquiera de la circunferencia y por este trazar la
recta, Pablo hace uso del mismo, para seleccionar un punto llamado G que fuera
la referencia de la aplicacion de la definicion de recta tangente a una
circunferencia.

Del mismo modo, Pablo conoce que el software GeoGebra permite que
las graficas puedan tener movimiento y dinamismo, por lo que les pide que
apliquen el mismo procedimiento de trazar la recta tangente a otro punto de la
circunferencia llamado D, lo que es muestra que este sabe que, mediante el
comando de movimiento de GeoGebra, los estudiantes pueden evidenciar que
en cualquier punto que sea seleccionado de la grafica, pasara una y solamente
una recta tangente a la conica. Como se observa en la siguiente afirmacion que
hace Pablo: “si, mira, voy a colocarlo en el punto D, es decir que la recta
tangente pase por ese punto en la circunferencia, entonces ahora se comienza
a mover [pausa] y cada vez que pase por los cuadrantes ;jqué se marca? [Pausa
el software GeoGebra y muestra la representacion], una recta tangente’ lo que
enmarca su conocimiento sobre los comandos que le ofrece el recurso para la
ensefianza del contenido referente a las secciones conicas.

Por otra parte, Pablo evidencia conocimiento de estrategias y ejemplos
que contribuyan en la ensefianza de los contenidos matematicos identificada a
partir del indicador IE4 de la Tabla 2: “Conocer variedad de actividades,
ejercicios, ejemplos y tareas a realizar con herramientas TIC que contribuyan
en la construccion de modelos matemdticos relacionados con las secciones”
esto debido a que propuso mas de un ejemplo que plasmara la grafica de una
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recta tangente a un punto de la circunferencia, utilizando varios puntos (punto
G y punto D) en lo que ocurriera lo que el profesor queria probar. Asi como la
estrategia de dinamizar el movimiento de los puntos en el plano, para
generalizar la definicion de recta tangente a un punto de la circunferencia en el
plano cartesiano.

Relaciones entre las caracteristicas de los subdominios

Dentro de los resultados, se encontré diversas relaciones entre
subdominios de un mismo dominio de conocimiento, asi como de dominios
distintos e indicadores de conocimiento propuestos. Dentro de estas relaciones,
se evidencia que Pablo sabe aplicar los procedimientos de matematicas
escolares en la modelacion matematica (KoT), y, particularmente, se pone de
relieve conocimiento de la fase de observacion y experimentacion propuesta
por Villa-Ochoa (2007), ya que él sabe que para poder modelar la recta tangente
en el plano del software GeoGebra, se debe antes observar y analizar el
movimiento del radio de la circunferencia con el eje y, es decir, que se formara
un triangulo rectangulo para poder hacer la modelacion, lo que se relaciona
parcialmente con el indicador IP1 del KPM “conocimiento de las prdcticas del
quehacer matematico (modelacion de situaciones reales de contenidos
matematicos”, puesto que Pablo conoce de las formas de modelar el
comportamiento que tiene la rotacion del radio de una circunferencia y el
tridngulo rectangulo que se forma en el movimiento mismo del radio a un punto
G, por donde pasa una recta tangente a la circunferencia, sin embargo no
trasciende en la modelacion de dicha situacion a un problema real, como
propone Villa-Ochoa (2007) en las fases de modelacion, puntualmente en el
momento de evaluacion y validacion, que se relaciona con esta categoria en la
Tabla 1.

Ademas, el indicador de conocimiento IC3, guarda relacion potencial
en este episodio con el indicador IE2 “conocimiento de la potencialidad del
recurso virtual y/o material” y ambos son muestra de conocimiento
especializado del profesor para disponer de su conocimiento matematico y
didactico-pedagogico en la ensefianza. Dado que es necesario usar registros de
representacion pictorica y grafica como elementos clave en el modelado de la
recta tangente a un punto de la circunferencia que forma un triangulo rectangulo,
se hace también necesario saber que el software GeoGebra permite insertar
elementos como el punto (G) [registro pictorico] y la recta tangente (color negro)
[registro grafico] que se observan en la Figura 2. Esto a su vez guarda relacion,
como se menciond anteriormente con el momento de seleccion de estrategias
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(Villa-Ochoa, 2007), y que el profesor de matematicas debe tener en cuenta
para llevar a cabo procesos de modelacion. Asumimos que Pablo sabe que
mediante GeoGebra puede involucrar al estudiante a que conozca las diversas
representaciones que son necesarias para plasmar la situacion que se pretende
modelar (Acevedo-Rincon y Florez-Pabon, 2020).

No obstante, esto se considera sO0lo como un acercamiento de
conocimiento, ya que Villa-Ochoa propone estas fases de modelacion aplicadas
a situaciones relacionadas con la vida cotidiana en donde intervengan
elementos de las matematicas.

Del mismo modo, cabe resaltar que para el profesor conocer de
registros de representacion aplicados a los contenidos de las matematicas
escolares que ensefia requiere conocer de las definiciones formales de la
matemadtica. Asi, para poder plasmar en un grafico a la circunferencia, su radio,
recta tangente y demas partes que la componen, este debe saber antes qué es el
radio, qué es la recta tangente, y qué implicaciones tiene la construccion de la
misma (recta tangente). Esto se enmarca en el indicador IC1, que se describe
como: “saber las definiciones de las funciones trigonométricas y secciones
conicas en la construccion de modelos matemadticos utilizando las TIC
(GeoGebra)”, que esta conectado con el indicador IC3, referente a los registros
de representacion, categoria del MTSK propuesto por Flores-Medrano et al.
(2014) como parte del mismo subdominio de conocimiento del KoT.

Ahora bien, algunos de los conocimientos de las definiciones de la
circunferencia, son evidenciados de manera explicita por Pablo en este episodio
(2. S2 -L53-57). A través de preguntas como: ;En cuantos puntos corta la recta
tangente?, ¢y si la recta no cortara la circunferencia en un solo punto?, las que
se intuye formula para que los estudiantes al observar el grafico en GeoGebra
(Figura 2), hagan interpretacion de este y conozcan la definicion de una recta
tangente a una circunferencia, con respecto a que corta en un solo punto a la
conica. Esto denota conocimiento de Pablo acerca de esta definicion, para
posteriormente plasmarla de manera dindmica en GeoGebra (KMT).

DISCUSION Y CONCLUSIONES

La construccion de indicadores de conocimiento del KoT, KPM y KMT
permitié comprender e interpretar el conocimiento especializado del profesor
al enseflar conicas, y en particular la circunferencia, mediante modelacion
matematica con el software especializado GeoGebra. A razéon de esto, se
identific la necesidad de relacionar el conocimiento didactico y matematico
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del profesor con la ensefianza de este contenido, de manera que se haga un uso
efectivo de las herramientas TIC en el aula. En consecuencia, las competencias
tecnologicas en un profesor que ensefia contenidos de las matematicas, estan
relacionadas con el conocimiento y uso del recurso tecnoldgico con fines
didécticos y pedagogicos para la ensefianza (KMT), sumado a esto, se encontr6d
también que las competencias disciplinares (matematicas) que debe poseer un
profesor estan ligadas al conocimiento de los fundamentos y estructura de
desarrollo de la matematica, conocimientos que son elementos claves para el
fomento de la modelacion matematica al utilizar las TIC. Esto se relaciona con
la investigacion realizada por Santana y Climent (2015) en la cual se estudio
acerca del conocimiento especializado del profesor de matematicas para la
ensefianza de la bisectriz de un triangulo, el incentro y una circunferencia
inscrita a un tridangulo mediante el software GeoGebra, la cual es la tinica
investigacion previa a la presente, en la que se estudid el conocimiento
especializado de un profesor de matematicas teniendo en cuenta el uso de un
recurso tecnologico (GeoGebra).

En ese sentido, al igual que en este estudio, se aportaron indicadores de
los distintos subdominios estudiados del modelo MTSK que describian el
conocimiento necesario del profesor para la ensefianza del contenido en
cuestion, desde conocimientos tecnologicos, disciplinares, didactico
pedagdgicos y sus respectivas relaciones. Esto es interesante y novedoso en este
modelo, ya que describe especificamente el conocimiento necesario que
requiere un profesor para la ensefianza de un contenido especifico de las
matematicas haciendo uso de las TIC. En futuras investigaciones, resultara
conveniente trascender los tres subdominios aqui abordados, explorando de
forma adicional los subdominios no abordados en este estudio: KSM, KFLM,
y KMLS, asi como las creencias del profesor, para obtener una visidon mas
completa del conocimiento especializado del profesor de matematicas que
ensefia conicas a través de las TIC.

Por otra parte, como proyeccion hacia futuras investigaciones, es
fundamental que dentro del conocimiento y la formacion del profesor de
matematicas, el profesor no solo conozca como modelar los contenidos que
ensefia utilizando las TIC de manera practica, sino que también, a partir de su
conocimiento matematico, sepa aplicarlo en diversas situaciones de la vida
cotidiana correspondientes a la misma matematica o a otras areas del saber
afines a las matematicas, como lo son la economia, fisica, ingenieria, estadistica,
administracion, quimica, entre otras. Asi, el profesor puede aplicar dentro del
estudio de la modelacion de este tipo de problemas, areas transversales a las
matematicas, asi como las fases de la modelacion referentes a la observacion y
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experimentacion, delimitacion del problema, seleccion de estrategias,
evaluacion y validacidon y conexion con otros modelos.

En el estudio de la modelacion, el uso de herramientas y/o softwares
especializados de las matematicas (por ejemplo: GeoGebra, GeoTic, Matlab, o
Cabri), toma relevancia dado su potencial para llevar a cabo procesos de
modelacion. Esto implica que dentro de las caracteristicas del profesor de
matematicas deberia estar el saber relacionar las ciencias del saber de forma
interdisciplinar, a partir de sus experiencias y conocimientos transversales entre
las ciencias con las matematicas. Asi, el profesor puede poner en practica la
validacion y conexion entre modelos que correspondan a una situacion
contextual con situaciones semejantes exploradas desde diversas perspectivas,
utilizando aspectos de la modelacion.
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