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RESUMO

A obra de Imre Lakatos, Provas e Refutacdes, é um trabalho importante dentro da filosofia
da matemética, pois apresenta diversas ideias que, de certa forma, trouxeram um novo olhar para a
construcédo do conhecimento matematico. Sdo atribuidos a Lakatos os termos programa de pesquisa,
ciéncia quase-empirica, falibilismo e tese racionalista. As concepcoes de Lakatos sdo baseadas na
ideia de que a matematica, assim como as ciéncias naturais, é falivel, ndo é indubitavel e cresce por
meio da critica e correcdo de teorias, as quais nunca estdo totalmente livres de ambiguidades ou da
possibilidade de erro. Mesmo nédo possuindo uma preocupacéo pedagdgica, tal obra é frequentemente
revisada por educadores matematicos, ja que apresenta uma heuristica que pode colaborar no
processo de ensino e aprendizagem da matematica. Buscamos, neste artigo, apresentar algumas
reflexdes sobre possiveis aproximacdes entre a filosofia lakatosiana na construgdo do conhecimento
matematico e a metodologia de investigagdes matematicas em sala de aula. Nesta metodologia, 0s
estudantes sdo estimulados a trabalhar como matematicos profissionais na tentativa de construcéo
do conhecimento, ou seja, as atividades desenvolvidas fornecem énfase em processos como
procura por regularidades, formulagao, teste, justificacdo e demonstracéo de conjecturas, refutagdo,
reformulacéo, reflexdo e generalizacdo. Nesse sentido, consideramos que as ideias de Lakatos na
obra Provas e RefutacOes poderiam apresentar algumas aproximagdes com esta metodologia de
trabalho no ensino e aprendizagem da matematica.
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Lakatos’ fallibilism and the mathematical investigation approach
in classroom: Possible similarities

ABSTRACT

The work ‘Proofs and Refutations’ of Imre Lakatos is an important work in mathematics
philosophy. This work shows new ideas that brought a new understanding of the construction
of mathematical knowledge. Lakatos developed terms as ‘research program’, ‘quasi-empirical
science’, “fallibilism’, and ‘rationalist thesis’. The conceptions of Lakatos are founded on the idea
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that mathematics is fallible, and it is not free of doubts, as well as natural science. For Lakatos, the
knowledge mathematical grows up through criticism and correction of theories that are not entirely
free of ambiguities and errors. Proofs and Refutations have not a pedagogical concern. However,
it is often reviewed by mathematics educators due to its different heuristic that is viewed as a way
of collaborating in the teaching and learning of mathematics. In this paper, we seek to reflect about
possible similarities between the construction of mathematical knowledge according to Lakatos and
the pedagogical approach of mathematical investigation in the classroom. In the latter, students are
encouraged to work as professional mathematicians. The pedagogical activities provide emphasis
on processes as search by regularities, question formulations, test, and justification of conjecture,
proofs, refutations, reformulations, reflections and generalizations. \We consider that the ideas in
‘Proofs and Refutations’ could have some similarities with mathematics investigation approach in
teaching and learning of mathematics.

Keywords: Lakatos. Fallibilism. Pedagogical Approach of Mathematics Investigation.
Philosophy of Mathematics. Mathematics Education.

INTRODUCAO

Imre Lakatos foi um fildsofo seguidor da teoria do conhecimento cientifico de Karl
Popper. Seu nome esta associado ao termo “programa de pesquisa”, expressao usada
por ele no sentido de explicar o desenvolvimento da ciéncia empirica. Lakatos também
demonstrou grande interesse pela filosofia da matematica, principalmente no inicio de
sua carreira. O trabalho A Légica do descobrimento matematico: Provas e Refutagdes
(1978)* € sua obra-prima e se baseia na ideia de que a matematica, assim como as ciéncias
naturais, € falivel, ndo é indubitavel e cresce por meio da critica e correcdo de teorias, as
quais nunca estdo totalmente livres de ambiguidades ou da possibilidade de erro.

Nessa obra, Lakatos evidencia a tese de que o desenvolvimento do conhecimento
matematico realiza-se através de um método racional. Uma de suas propostas é desafiar
o formalismo, corrente filosofica que define a matematica como uma ciéncia das
demonstragdes rigorosas, ou seja, “a matematica, a partir da aritmética, é somente um
jogo de deducdes légicas [...] em outros campos, certas teorias podem ser defendidas
baseando-se na experiéncia ou plausibilidade, mas em matemaética, diz ele [o formalista]
ou temos uma demonstragdo ou nao temos nada” (DAVIS; HERSH, 1985, p.381). Para
Lakatos (1978),

O formalismo desliga a histéria da matematica da filosofia da matematica, uma
vez que, de acordo com o conceito formalista da matematica, ndo ha propriamente
histdria da matematica. [...] O formalismo nega o status de matematica a maioria
do que comumente tem sido considerado matematica, e nada pode se dizer sobre
0 seu progresso. Nenhum dos periodos “criativos” e dificilmente qualquer um dos
periodos “criticos” das teorias matematicas teriam sido admitidos no céu formalista
em que as teorias matematicas habitam como o serafim, expurgado de todas as
impurezas da incerteza terrestre. (LAKATOS, 1978, p.14)

1 Quando nos referirmos a esta obra a denominaremos apenas por Provas e Refutacdes.
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A sequéncia de Provas e Refutagdes é escrita passando-se em uma sala de aula
imaginaria, apresentando os dialogos entre o professor e seus alunos sobre o levantamento
da historia da conjectura de Descartes-Euler sobre poliedros. De acordo com Davis e Hersh
(1985) este é a continuacéo de um didlogo apresentado em Mathematics and plausible
reasoning: Induction and Analogy in Mathematics, de George Polya. Estes autores
trazem uma sintese sobre a estrutura das ideias apresentadas em Provas e Refutacdes
por Lakatos:

O professor apresenta a demonstracéo tradicional, atribuida a Cauchy, da formula
de Euler, na qual as arestas do poliedro sdo deformadas de maneira a formar uma
rede no plano, e depois sucessivamente reduzidas a um nico triangulo. Assim que
a demonstragdo é concluida, os alunos apresentam um verdadeiro zooldgico de
contra exemplos. A batalha comegou. O que é que a demonstragdo demonstrou?
O que sabemos em matematica e como o sabemos? A discussao prossegue em
niveis cada vez mais elevados de sofisticacdo, tanto matematicos quanto l6gicos.
Ha sempre varios pontos de vista em confronto, e muitas reviravoltas, quando um
dos personagens muda de ponde de vista e adota uma posicdo que acaba de ser
abandonada por seu antagonista. (DAVIS; HERSH, 1985, p.389)

No decorrer dos dialogos, Lakatos traz, nas notas de rodapé, a histdria genuina
e documentada (em ordem néo linear) da conjectura de Descartes-Euler, apresentando
detalhes consideraveis. Para 0 ambito da Educacdo Matematica, pode-se considerar que
Lakatos deixou muitas contribui¢des com esta obra. Porém, Garnica (1996) destaca
que, mesmo apresentando uma concepgao de matematica que rompe com 0s conceitos
tradicionalmente impostos, a filosofia lakatosiana, para servir de fundamento para praticas
de sala de aula de matematica, deve ser revisitada e colocada em bases mais seguras. Para
a comunidade de matematicos, Jesus (2009) afirma que trazé-los para uma discussao da
filosofia da matematica fora da perspectiva absolutista, como ocorre na perspectiva de
Lakatos, seria uma grande contribuicéo, pois “conseguir que eles [0s matematicos puros]
convivam com perspectivas falibilistas e sociais poderia torna-los menos inflexiveis na
administracéo dos conflitos produtores e sustentadores da cisdo artificial que ainda persiste
entre matematica e educagao matematica” (JESUS, 2009, p.164).

Um aspecto importante da filosofia da matematica de Lakatos, e que se diferencia
da maioria daqueles de sua época, € a ndo existéncia de preocupacdes em relacdo aos
fundamentos da matematica e de sua relacdo com outras teorias. Na verdade, Lakatos
considerava a matematica tdo falivel quanto o conhecimento do mundo externo.
O cerne de sua preocupacdo esta no crescimento do conhecimento matematico,
propiciado principalmente pelas conjecturas informais e provas heuristicas de teorias ja
formalizadas.

Lakatos iniciou a construcéo de uma epistemologia falibilista (ou ndo dogmatica)
da matematica, afirmando que a matematica informal € uma ciéncia que cresce por um
processo de criticas sucessivas, de refinamento de teorias e do processo de teorias novas
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e conflitantes, algo que contrapde ao modelo dedutivo daquela formalizada. Dentro da
educagdo matematica, acreditamos que o trabalho com tarefas investigativas em sala de
aula (PONTE; BROCARDO; OLIVEIRA, 2006; PONTE et al., 1998; KISTEMANN
JUNIOR; SILVA, 2012) se aproxima da filosofia lakatosiana.

Seguindo os moldes da metodologia de pesquisa qualitativa, este trabalho reflete
o0 resultado de um estudo exploratdrio e bibliogréafico. Inicialmente, buscamos nos
aprofundar nas principais ideias de Lakatos na obra Provas e Refuta¢fes. Para tanto,
dispomos de um amplo referencial tedrico que incluiu, além da referida obra, trabalhos
de pesquisadores da filosofia e da educacdo matemaética sobre o tema. Este referencial
foi composto por artigos cientificos, teses de doutorado e livros de referéncia. Em
seguida, partindo da hipotese de que existiriam semelhancas entre esta teoria e o trabalho
pedagdgico com tarefas investigativas em sala de aula, buscamos por tedricos nesta
linha de trabalho que nos auxiliassem a identificar possiveis aproximacdes entre as
ideias lakatosianas e esta abordagem pedagdgica. O presente artigo traz os resultados
de nossas reflexdes nesse processo. Inicialmente apresentaremos algumas consideragdes
sobre a filosofia de Lakatos em Provas e Refutacfes e, em seguida, abordaremos as
principais ideias sobre a metodologia de investigacdo matematica em sala de aula.
Por fim, com base na teoria, buscaremos trazer evidéncias que indiquem possiveis
similaridades entre estas duas concepgdes.

UMA BREVE DESCRICAO DA OBRA PROVAS
E REFUTACOES

Apesar de os trabalhos de Lakatos situarem-se no dominio da Filosofia
da Matematica e da Ciéncia, Provas e RefutacBes é uma obra com consideravel
penetracdo na comunidade de Educacdo Matematica, apresentando, de acordo
com Cardoso (1997), maior repercussdo |4 do que, por exemplo, na comunidade
matematica ou de professores da escola basica. Um dos motivos pode ser pela ideia
falibilista de Lakatos: Sim, a matematica é falivel, ou também pelo enfoque heuristico
manifestado em seu trabalho. A obra Provas e Refutagdes apresenta dois capitulos,
que mostram a histdria do desenvolvimento da conjectura de Descartes-Euler, além
de dois apéndices que trazem o conceito de convergéncia uniforme e as vantagens
de utilizar o enfoque heuristico em relacdo ao dedutivista no desenvolvimento do
conhecimento matematico.

De acordo com Cardoso (1997), as principais propostas de Lakatos nessa obra
sdo: a tentativa de formular uma critica a visdo formalista da Filosofia da Matematica,
(como ja destacamos), mostrar que o conhecimento matematico se d& por meio de
um método racional, denominado por Lakatos de Método de Provas e RefutacGes e
mostrar que o conhecimento ja produzido sé pode ser avaliado de duas formas. Na
primeira, 0 conhecimento € dito progressivo, visto que prediz novos fatos e explica
0s antigos, e utiliza argumentos internos da teoria para produzir novos conhecimentos
(ha um aumento do contelido). Na segunda, 0 conhecimento pode ser avaliado como
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degenerativo, que significa que ja ndo prediz mais conhecimentos novos. Cardoso
(1997) afirma que um conhecimento progressivo pode tornar-se degenerativo com a
saturacdo da teoria, da mesma forma que um degenerativo pode torna-se progressivo
com o aparecimento de novos conhecimentos. Podemos citar como um exemplo disso
a Geometria Euclidiana, que, de certo modo, poderia ser considerada uma teoria
degenerativa, ja que, aparentemente encontrava-se pronta e acabada. Porém, quando
0 quinto postulado foi colocado em questdo e surgiram as chamadas geometrias
ndo euclidianas, ela tornou-se uma teoria progressiva, pois novas criticas e novos
conhecimentos nasceram a partir dela.

Outro fato importante destacado por Lakatos é sua visdo sobre a matematica como
uma ciéncia quase-empirica, que se dé a partir de problemas. “As solugdes (provisorias)
para os problemas passam por testes (refutacdes) e reformulagfes. O veiculo para o
crescimento é a critica, concorréncia entre teorias, troca de problemas. Nao ha acumulagéo
de verdades eternas” (CARDOSO, 1997, p.83). A matematica tratada por Lakatos em
Provas e Refutacdes é formada por areas emergentes da matematica que estdo em fase de
crescimento. Estas areas, denominadas por Lakatos de matemética informal, ainda ndo
foram organizadas em sistemas dedutivos rigorosos nem foram formalizadas no sentido
de terem seus resultados apresentados a partir de um conjunto de axiomas explicitamente
estabelecidos, onde cada passo é tomado como simples e mecénico, derivando de um
acordo com regras de inferéncia explicitamente estabelecidas. Para Lakatos, esta Ultima
representa a “morte do verdadeiro pensamento criativo”. Conforme salienta Bloor
(1998),

[...] o carater autoevidente, algumas vezes proclamado, para 0s axiomas dos sistemas
formais e os passos intuitivamente triviais de raciocinio de que os resultados sdo
feitos depender, sdo meras ilusdes. Algo é obvio apenas porque ainda nao foi sujeito
a critica investigativa. A critica destrivialisa o trivial e mostra exatamente o que
existe, admitindo como certo naquilo que pensamos ser autoevidente. Néo existe,
portanto, nas verdades I6gicas aparentemente simples e triviais nenhum fundamento
Gltimo para o conhecimento matematico. (BLOOR, 1998, p.94)

O diélogo ficticio entre professor e alunos apresentado em Provas e Refutacdes
discorre ao redor da conjectura de que, para todo poliedro regular, a relagcdo? V —
A + F = 2 surge a partir de varias tentativas e erros por parte dos participantes. O
professor apresenta uma prova, baseada na demonstracdo de Cauchy, onde se imagina
um poliedro oco e remove-se uma das faces, tornando possivel a planificacdo da
superficie restante (LIMA, 1985). Na planificagdo, mesmo que as faces e as arestas
se deformem, o nimero de vértices e arestas ndo se altera. Em seguida utiliza-se o
processo de triangularizagao do poliedro planificado por diagonais a partir dos vértices
e retiram-se tais tridngulos um a um, retirando-se (i) uma aresta ou (ii) duas arestas

20nde V € o nimero de vértices, A € o nimero de arestas e F € o nimero de faces do poliedro.
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e um vértice. Ap0Os esse processo, resta um unico triangulo e verifica-se a validade

da expressdo V — A + F = 1 (j& que uma face foi retirada). A Figura 1 mostra parte
desse processo.

FIGURA 1 — Processo de triangulagéo do poliedro planificado.

Fonte: Lakatos (1976).

Apos a apresentacdo da demonstracdo, os estudantes questionam as validades dos
passos-lemas da demonstracéo:

Alfa: Tenho alguma ddvida. Percebo que essa experiéncia pode ser feita para
um cubo ou para um tetraedro, mas como posso saber se podera ser feita para
qualquer poliedro? Por exemplo, o senhor esté seguro de que qualquer poliedro,

depois de retiramos uma de suas faces, pode ser esticado planamente no quadro
negro? [...]

Beta: O senhor esta seguro de que ao triangular 0 mapa teremos sempre uma nova
face para uma nova aresta? [...]

Gama: O senhor esta certo de que h& apenas duas alternativas — o desaparecimento
de uma aresta ou entdo de duas arestas e um veértice — quando se retiram 0s
tridngulos um a um. O senhor tem mesmo certeza de que ficamos com um Unico
tridngulo no finam desse processo? (LAKATOS, 1978, p.22)
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Conforme aponta Garnica (1996), uma consequéncia desses questionamentos é
que o processo das refutacdes se inicia, sendo necessario modificar também a definicéo
de poliedro, pois surgem varios contraexemplos que comumente seriam tomados
como poliedros, ndo satisfazendo a eulerianidade. Estes sdo 0s chamados monstros
que aparecem como refutacdes de definicdes ou de provas e podem ser de trés formas:
Locais mas ndo globais, que refutam lemas, mas ndo a conjectura principal, fazem os
lemas serem substituidos por versdes melhoradas e menos evidentes, sendo necessaria
a critica, a reformulagdo e a demonstracéo; Locais e globais, que sdo inofensivos ja
que ndo estdo de acordo com a conjectura principal nem com lemas, e dessa forma nao
refutam nada; Globais, mas néo locais, que refutam a conjectura principal e auxiliam a
encontrar os lemas ocultos. No caso dos poliedros, os contraexemplos globais redefinem
varias vezes o conceito de poliedro (CARDOSO, 1997).

FIGURA 2 — Um contra exemplo em relacéo a conjectura de Descartes-Euler desenvolvido
em Provas e Refutacdes.
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Fonte: Lakatos (1978, p.35).

Molina (2001) traz uma sintese dos estagios propostos por Lakatos, quando
desenvolve o método de provas e refutagdes ao redor da conjectura de Descartes-Euler,
e, também, sobre a conjectura de Cauchy em relag&o ao limite de uma série convergente
de funces continuas (Quadro 1). Aaparigao dos contraexemplos em relacdo a conjectura
leva em direcdo a uma anélise mais detalhada da prova da mesma, buscando identificar
os lemas ocultos que ndo sdo satisfeitos devido aos contraexemplos. Tais lemas sdo
agregados como condicBes a primeira conjectura, originando outra, melhorada. Ja
Davis e Hersh (1985) propdem um esquema (Figura 3) que auxilia na compreensao
da heuristica da descoberta matematica proposta por Lakatos.
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QUADRO 1 — uma sintese dos estagios do método de provas e refutagdes.

(1) Apresenta-se uma conjectura primitiva.

(2) Prova (nesse caso a prova € um argumento mental ou aproximado, que decompde uma conjectura primitiva
em subconjecturas ou lemas).

(3) Surgem contra exemplos globais.

(4) Reexamina-se a prova: identifica-se um lema que foi refutado pelo contra exemplo global, entdo pode
acontecer que: (i) este lema culpavel tenha permanecido oculto ou (ii) ndo tenha sido identificado corretamente.
Dessa forma ele é explicitado e incorporado como condicéo as hipéteses da conjectura primitiva. Isso faz com
gue a conjectura primitiva seja melhorada, enriquecendo seus conceitos.

(5) Examinam-se provas de outros teoremas para determinar se o lema descoberto aparece neles ou se o
conceito gerado pela prova aparece neles.

(6) Comprovam-se as consequéncias da conjectura melhorada.

Fonte: Molina (2001).

FIGURA 3 — Modelo simplificado de Lakatos para a heuristica da descoberta Matematica (adaptado).
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Fonte: Davis e Hersh (1985).

Para Davis e Hersh (1985), um aspecto importante na obra de Lakatos é a
apresentacéo de seres humanos (um professor e seus alunos), ao invés de simbolos e regras
de combinagBes. Nao apresenta um sistema baseado em seus primeiros principios, mas
um choque de opinides, raciocinios e contra raciocinios. Lakatos prefere uma matematica
crescendo a partir de um problema e uma conjectura, ao invés de uma matematica
esqueletizada e fossilizada, onde a teoria adquire forma sob nossas perspectivas, dentro
de discussdes que ora se aproximam e ora se distanciam, e a ddvida cede lugar a certeza
sendo seguidas pelo surgimento de novas davidas.
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Do mesmo modo, outro aspecto que pode ser considerado significativo na filosofia
da matematica de Lakatos é o padrdo para o desenvolvimento de conceitos, conjecturas,
provas e teorias matematicas, podendo ser comparada a uma empresa coletiva. Segundo
Jesus (2009),

Isso indica o papel e variedade de interag@es atribuindo para esse desenvolvimento,
e mostra que a criagdo em matematica ndo é essencialmente uma atividade
comunitaria. De acordo com Lakatos, além do trabalho dos individuos, um processo
de negociacéo dialética desempenha um papel social. (JESUS, 2009, p.191)

Garnica (1996) traz uma série de implicacOes para a educacdo matematica que a
concepcéo de Lakatos em Provas e RefutacBes poderia propiciar. Algumas dessas dizem
respeito a utilizacdo da heuristica e de elementos da historia no desenvolvimento de
contetidos matematicos em sala de aula. Para o autor, Provas e Refutacfes constitui-se
de um “elemento basico para a explicagdo de uma histéria da educacdo matematica, pela
riqueza das situacdes dialégicas/dialéticas com que trata, pela clareza da exposicdo e pelo
compromisso de Lakatos com a educacao” (GARNICA, 1996, p.144).2 Além do mais,
0 autor destaca a exibicdo na obra da necessidade de relativizar posi¢6es formalistas no
ensino da matematica e a defesa da matematica ndo formal em situacGes de ensino.

Segundo Garnica (1996), Provas e Refutag@es trata de conceitos que sdo importantes
a educacdo matematica, como por exemplo, a exposicdo de correntes filoséficas da
matematica, as no¢des de prova, as limitacdes da linguagem formal, o indutivismo e
dedutivismo, entre outros, o que propicia o estabelecimento de consideraces importantes
para aqueles que buscam focar, em suas pesquisas ou praticas escolares, tais temas.
Complementando estes aspectos, acreditamos que a metodologia de investigacdo
matematica em sala de aula, explorada por diversos trabalhos na educacdo matematica
(PONTE et al., 1998; BROCARDO, 2001; PONTE, 2003; ROCHA; PONTE, 2006;
PONTE; BROCARDO; OLIVEIRA, 2006; SILVA, 2012) poderia, de certa forma,
se aproximar da filosofia de Lakatos em Provas e Refutac@es, apresentando algumas
similaridades. A seguir, situaremos o leitor com uma sintese em relacéo a essa metodologia
e posteriormente apresentaremos algumas reflexdes referentes a possiveis aproximacgdes
entre as duas concepcdes.

INVESTIGACOES MATEMATICAS EM SALA DE AULA

Algumas perspectivas da filosofia da matematica ddo destaque aos processos
investigativos envolvidos na concepgdo do conhecimento matematico. De modo geral,

2 Como ja salientamos, a obra Prova e Refutacdes de Lakatos nédo traz nenhuma preocupacéo pedagdgica. Quando
Garnica (1996) afirma que Lakatos possui um “compromisso com a educagao”, o autor esta se referindo ao fato
de Lakatos ter ocupado cargo publico importante nos quadros politicos da Educacgéo hingara, o que implica certo
relacionamento/compromisso dele com a Educagéo.
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investigar é procurar saber o que ainda ndo se sabe. Para 0s matematicos profissionais,
essa ideia vai além, pois consideram que “investigar é descobrir relacdes entre objetos
matematicos conhecidos ou desconhecidos, procurando identificar as respectivas
propriedades” (PONTE; BROCARDO; OLIVEIRA, 2006, p.13). Podemos encontrar
essa ideia no matematico George Pélya, quando nos diz que “a Matematica tem duas
faces: é a ciéncia rigorosa de Euclides, mas é também algo mais... a Matematica em
construcio aparece como uma ciéncia experimental, indutiva” (POLYA, 1975, p.vii),
a qual nos atenta sobre a diferenca entre estas duas imagens da Matematica.

Conforme destacam Ponte et al. (1998), hd um consenso entre os educadores de
que a aprendizagem matematica envolve o “fazer matematica”. A concepgdo de que 0s
alunos podem realizar investigacdes matematicas e que isso € um importante processo
na construcao do conhecimento é sustentada por muitos pesquisadores (POLYA, 1975;
HADAMARD, 1945; RAMOS, 1997; BRAUMANN, 2002). Ponte, Brocardo e Oliveira
(2006) sugerem gque uma investigacdo matematica envolve quatro momentos:

(1) Exploragéo e formulacéo de questdes;

(2) O processo de formular conjecturas;

(3) Testes e reformulacéo das conjecturas;

(4) Justificacdo e avaliacdo do trabalho realizado.

Estes momentos podem surgir de modo desordenado. A conjectura inicial pode
aparecer ao mesmo tempo em que a formulacdo de questGes ou até mesmo apds o
aparecimento de novas questdes por meio do teste de uma conjectura. Para os autores,
o trabalho de formular questdes, elaborar, testar e refinar conjecturas, demonstrar,
refinar a demonstrac@o, comunicar os resultados aos pares, enfim, o processo
utilizado pelos matematicos na descoberta de novos conhecimentos, esta ao alcance
dos estudantes na aula de matematica. Nesse sentido, Ponte et al. (1998) destacam que
utilizar as investigagGes matematicas no processo de construcdo do conhecimento do
estudante adquire uma importancia significativa, ja que podem fornecer (i) estimulo
ao envolvimento dos estudantes para uma aprendizagem significativa; (ii) diversidade
em pontos de partida para os alunos com diferentes niveis de capacidade; (iii) modo
de pensar holistico, relacionando varios tdpicos, condicdo esta fundamental para um
raciocinio matematico significativo; (iv) uma visdo completa da matematica, mostrando
como a investigacao faz parte de sua construcédo e que esta € uma atividade humana,
incompleta e que pode ser falivel.

Ponte, Brocardo e Oliveira (2006) apontam que uma tarefa de investigacdo em sala
de aula se desenvolve geralmente em trés fases: introducéo da tarefa, desenvolvimento e
discussdo dos resultados. Na primeira fase, o professor leva a proposta a turma, de forma
oral ou por escrito e possui grande importancia para o prosseguimento do trabalho. Nesta
fase, o professor precisa se certificar de que todos os alunos entenderam a tarefa proposta
e 0 que se espera deles durante a atividade. A atitude investigativa deve ser estimulada
pelo professor, a fim de que os alunos criem suas proprias conjecturas.
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Asegunda fase consiste na realizagao da investigagao em si, de forma individual, em
pares, em grupos, com a sala toda, enfim, da maneira que melhor atender as necessidades
do professor e dos estudantes. E nessa fase em que ocorrem as etapas mencionadas
anteriormente (formulagdo de questdes, levantamento de conjecturas, refinamento das
questdes etc.). Nela, o professor passa a desempenhar um papel mais de orientador,
prestando o apoio necessario aos alunos e visando compreender os processos dos trabalhos.
Esta ¢ a fase de exploragdo e formulacdo de questdes, onde as sugestdes do professor
sdo fundamentais para o desenvolvimento bem-sucedido da investigacéo. Para garantir
que os alunos evoluam, é preciso estar atento ao processo de formulagdo e teste das
conjecturas. Conforme destacado por Kistemann Janior e Silva (2012), esse é um trabalho
arduo para o professor, uma vez que ele “deve assumir um papel de questionador, ou seja,
deve constantemente instigar os alunos a refletirem sobre o processo de investigacéo,
questionando a forma de como chegaram a certo resultado, ou perguntando o porqué de
um determinado passo” (p.102).

Aterceira fase € 0 momento em que o professor conduz a discussao dos resultados da
investigacdo. Os estudantes relatam aos colegas o trabalho realizado e é possivel realizar
o confronto de opinides. O professor desempenha o papel de moderador, garantindo que
sejam apresentados os resultados mais significativos ao mesmo tempo em que estimula
0s alunos a se questionarem.

Afase de discussdo é, pois, fundamental para que os alunos, por um lado, ganhem
um entendimento mais rico do que significa investigar e, por outro, desenvolvam
a capacidade de comunicar matematicamente e de refletir sobre o seu trabalho e o
seu poder de argumentacdo. Podemos mesmo afirmar que, sem a discussdo final,
se corre 0 risco de perder o sentido da investigacdo. (PONTE; BROCARDO,;
OLIVEIRA, 2006, p.41)

As tarefas investigativas pretendem trazer para a sala de aula o espirito da atividade
matematica pura, na qual o aluno é convidado a agir igual a um matematico, ndo sé na
formulagdo de questdes e conjecturas e na realizagdo de provas e refutacbes, como também,
na apresentacao dos seus resultados e na sua discussdo e argumentacdo com os colegas e
professores. Cabe ressaltar que, para que se tenha sucesso com a investigacao, o professor
precisa ter uma boa relagdo com seus alunos, existindo um espirito de confianga mdtua e
flexibilidade do professor para lidar com situaces imprevistas que poderao surgir.

POSSIVEIS APROXIMACOES

J4 destacamos anteriormente que Lakatos ndo tinha nenhuma preocupagdo em
torno da criacdo de uma metodologia para o ensino e aprendizagem da matematica.
Sua preocupacdo em Provas e RefutacBes centra-se na ideia do crescimento de uma
teoria, submetendo as demonstragdes de uma conjectura a critica, buscando, através de
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contraexemplos e do refinamento das ideias, aperfeicoar as provas e a prépria conjectura.
Adescoberta origina-se através da analise da prova e pelo descobrimento de lemas ocultos,
ou seja, a descoberta e a justificagdo ndo sdo consideradas separadamente. Mesmo nao
aparentando preocupacdes pedagogicas, sua forma de trabalho tem influenciado pesquisas
em Educacdo Matematica através dos anos (KARAKUS; BUTUN, 2013; SRIRAMAN,
2006; REID, 2002). Pensando na metodologia de investigagdes matematicas em sala
de aula, acreditamos ser possivel observar algumas aproximagdes (e também alguns
distanciamentos) com a filosofia de Lakatos em Provas e Refutagdes.

Primeiramente, consideramos que uma possivel aproximacgdo entre as duas
concepcgdes pode ser observada em relagdo ao destaque no processo de trabalho com
a matemética. Em Provas e Refutacfes, e em muitos dos trabalhos com a metodologia
de investigacdo matematica em sala de aula, h& uma énfase na atividade matematica em
si, sobre a qual os processos investigativos sdo direcionados. Na obra de Lakatos e na
metodologia pedagdgica de investigacdo matematica, a atividade mateméatica em si e
fortemente destacada, seja na busca e refinamento de novas teorias, ou na apropria¢éo
de contelidos matematicos em situacfes escolares. Entretanto, cabe ressaltar que
existem estratégias pedagogicas que privilegiam processos investigativos no ensino e
aprendizagem da matematica, mas néo fazem referéncia unicamente ao trabalho com a
matematica pura. Skovsmose (2000), por exemplo, mostra que, além da matematica pura,
é possivel que as tarefas fagam referéncia a semirrealidade e a realidade.

Na semirrealidade, a matematica é explorada em assuntos reais do cotidiano, mas
sem maiores ligacdes com 0s mesmos. Assim, a situagdo abordada na tarefa é tratada
de forma mais artificial, ndo apresentando impressdes sensoriais aos alunos, sendo que
apenas os dados sobre medidas, valores, espessura, etc., sdo relevantes. Mesmo sendo uma
situagdo inventada, quando as tarefas investigativas fazem referéncia a semirrealidade,
¢ possivel que o professor estimule os estudantes a conjecturar e procurar respostas,
utilizando assim o processo de investigacdo discutido anteriormente. Um exemplo de
tal tarefa é discutido em Skovsmose (2000). O autor apresenta uma atividade hipotética
sobre “corrida de cavalos”. Nessa situac&o, cavalos sdo numerados de 2 a 12. Dois dados
séo lancados e, de acordo com a soma dos mesmos, o cavalo que possui a numeracéo
indicada avanga. O autor afirma que, a partir desta atividade, € possivel criar uma “agéncia
de apostadores” entre os alunos, implicando as seguintes questdes: “em qual cavalo hd a
maior possibilidade de vitdéria?”; “Por que o cavalo 3 tem menos possibilidade de vitoria
que o cavalo 7?”; “O que acontecera depois de 10 rodadas com o cavalo 2?”. Apesar
de a atividade pertencer a uma semirrealidade, ela se localiza dentro de um ambiente
propicio a investigacdo matematica, denominado por Skovsmose (2000) como cenario
para investigacdo. Questdes como “o cavalo 2 precisa tomar vitaminas” ou “o cavalo 6
¢ o ligeirinho” ndo serdo tomadas como obstrucéo ao trabalho do professor. Skovsmose
(2000) enfatiza que tarefas investigativas também podem fazer referéncia a realidade,
explorando assuntos matematicos atraves de dados reais do cotidiano. Um exemplo
disso pode ser o trabalho com projetos, amplamente discutido na educacdo matematica
(CATTAI, 2008; BIOTTO FILHO, 2008).
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Seja qual for a abordagem em que as tarefas fazem referéncia (matematica pura,
semirrealidade ou realidade), tanto um enfoque tradicional de ensino quanto um enfoque
investigativo podem ser trabalhados. A utilizacdo de um enfoque investigativo colabora
para que o estudante ndo veja a matematica como uma ciéncia pronta e acabada, mas
como sendo construida ao longo dos tempos pela humanidade. E é nesse sentido que
identificamos outro ponto de convergéncia entre a filosofia lakatosiana em Provas e
RefutagBes e o trabalho com tarefas investigativas em sala de aula. Um aspecto central
em ambas as concepcdes é a viséo da matematica como uma atividade humana, passivel
de falhas, onde seus teoremas podem ser refutados e reformulados. Desta forma, a
matematica ndo € vista como uma ciéncia pronta, mas em constante crescimento, aberta
para novas descobertas através da investigagao.

O processo de experimentacao ingénua da hipotese (ou procura por regularidades)
aparece como fundamental para as duas concepcdes. Este processo é importante, pois
auxilia na aquisicdo de ideias que fornecem subsidios para a elaboracéo da demonstragdo
da conjectura ou na melhor compreensdo da mesma. No trabalho com investigacGes
em sala de aula, esta procura por regularidades, muitas das vezes, fazem com que 0s
estudantes formulem suas ideias sobre a tarefa. Por exemplo, em uma investigacdo em
um ambiente de geometria dindmica, os estudantes podem modificar as dimensdes de um
paralelogramo arrastando seus vértices pela tela do computador, verificando que os angulos
opostos permanecem iguais. Isto leva os estudantes a formularem suas ideias iniciais sobre
caracteristicas do objeto e abrem caminho para elaboracao de conjecturas.

Em Provas e RefutagBes, o professor e os estudantes debatem, discutem, evidenciam
suas opinides, discordam, mudam seus pontos de vista, duvidam da proposigdo. Existe
um didlogo e um debate constante ao longo do processo de refinamento da conjectura de
Descartes-Euler. Essa ideia € muito valorizada no trabalho com investigagdes matematicas
em sala de aula, principalmente no processo que antecipa o produto final da investigacao,
no caso a generalizacdo da conjectura. Os estudantes apresentam suas hipoteses e séo
confrontados pelo professor ou por outros colegas, precisando defender suas estratégias
e conclusdes. Em meio a esse debate, o professor organiza as discussdes com o0 objetivo
de sistematizar determinadas conclusGes e tornar verdadeiros certos resultados. Segundo
Ponte, Brocardo e Oliveira (2006), este processo propicia aos estudantes um entendimento
sobre o significado de investigar. Além disso, desenvolvem a capacidade de comunicar-
se matematicamente, de refletir sobre seu trabalho e sobre o poder da argumentagéo. Os
autores realcam que, sem tal discusséo, corre-se o risco de a investigacéo perder todo
0 seu sentido. Além do mais, é possivel estabelecer conexdes com outras propostas,
possibilitando a abertura de novos pontos de partida para mais investigagdes.

Nesse mesmo sentido, a valorizacao das ideias dos estudantes é uma caracteristica
em ambas as concepc¢des. Em Provas e Refutagdes, o professor discutia todos 0s
contraexemplos apresentados pelos estudantes, ndo importando o posicionamento
dos mesmos em relacdo a conjectura exposta. Quando se trabalha com investigacdes
matematicas em sala de aula, o professor valoriza os posicionamentos e ideias dos
estudantes. Isso auxilia no desenvolvimento da autonomia de seus alunos.
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Feitas estas consideracdes, apresentamos um diagrama (Figura 4) que acreditamos
caracterizar uma possivel forma em que se ocorre o trabalho com investigacdes
matematicas em sala de aula. Este diagrama foi baseado em Lakatos (1976) e em varios
tedricos que abordam o trabalho pedagdgico com investigacGes matematicas, dentre eles
Ponte et al. (1998) e Ponte, Brocardo e Oliveira (2006).

FIGURA 4 — Processo de trabalho com investigacdes matematicas em sala de aula.
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Contudo, é preciso perceber que existem diferencas significativas entre a concepcao
de Lakatos em Provas e Refutacdes e o trabalho com investigacdo matematica em sala
de aula. Sem davida, a diferenca mais marcante, como mencionado anteriormente,
esta na intencdo contida em cada concepcdo. Lakatos esta inclinado para o processo
de construcdo de novos conhecimentos matematicos (novas teorias), sem nenhuma
preocupacdo pedagdgica com a matematica, diferentemente do que se ocorre nos trabalhos
pedagdgicos sobre investigacdo matematica. Além disso, o processo de refutacdo na
obra de Lakatos é iniciado na propria demonstracdo, diferentemente do que geralmente
é feito quando se trabalha com investigacGes matematica em sala de aula. Nesta Ultima,
a demonstracdo (ou generalizacdo), na maioria das vezes, aparece como 0 processo final
da tarefa, realizada ap6s diversas discussoes e reflexdes entre os estudantes (PONTE;
BROCARDO; OLIVEIRA, 2006). As refutacdes sdo feitas apds a formulacdo das ideias
e inicio da elaboracdo de conjecturas, ocorrendo no momento em que 0s estudantes
refletem sobre a hipétese apresentada. Porém, é importante salientar que, nesta forma de
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trabalho, nem sempre as situages ocorridas em sala de aula surgem de forma linear. Em
alguns casos, é possivel que o professor proponha que a investigacdo comece a partir
da demonstracdo de um teorema ou feita de forma provisoria, logo que a conjectura
¢ formulada. Apesar disso, nos trabalhos desenvolvidos nesta tematica, geralmente a
demonstragdo funciona como o processo final, com o intuito de institucionalizar aquele
conhecimento “descoberto” pelos estudantes. Como j destacado em Provas e Refutacoes,
Lakatos ndo vé a demonstracdo de uma forma conclusiva, mas como uma possibilidade
preliminar ao surgimento das refutacdes. No trabalho com investigagdes matematica em
sala de aula, consideramos que essa “justificacdo”, apesar de ser na maioria das vezes
complexa para os alunos, na medida do possivel, deve ser trabalhada, colaborando para
que os estudantes possam compreender que testar uma hipdtese de varias formas possiveis
ndo garante sua veracidade. Abrantes (1999) afirma que a demonstracdo geralmente
surge aos olhos dos alunos como uma forma de fornecer a certeza de que uma hipétese
investigada € realmente vélida. No entanto, sua funcdo ndo se resume em garantir a
veracidade de uma hipétese. Ela é importante para que o estudante possa compreender
por que razéo a tal hipotese é valida.

Outra diferenca entre as duas concepcBes pode ser considerada na etapa de
reformulacédo. Enquanto que na obra de Lakatos os contraexemplos locais e globais
influenciam modificacfes na demonstracéo e na conjectura, respectivamente, no trabalho
com investigagdes em sala de aula, o primeiro leva os estudantes a realizarem novos testes
nas ideias formuladas, propiciando um novo pensar sobre a elaboragdo da proposigao.
Os contraexemplos globais induzem os estudantes a formularem novas ideias, sendo
que, em muitos casos, todo 0 pensamento que tiveram anteriormente é invalidado, sendo
necessario a formacdo e o teste de novas ideias.

CONSIDERACOES FINAIS

Buscamos neste artigo discutir a concepcéo de Lakatos em Provas e Refutagdes, bem
como refletir sobre possiveis aproximacdes entre suas ideias com a educagdo matematica.
Lakatos apresentou uma concepcdo diferente daquelas de seus contemporaneos que
buscavam fundamentar a matematica, tentando mostrar que a matematica, assim como as
ciéncias naturais, é falivel e ndo incontestavel. Conforme apontam Davis e Hersh (1985),
poucos filésofos tém discutido a matematica em termos diferentes da I6gica formal. O
modelo de Lakatos confrontou essa concepgdo, apresentando uma postura diferente
relativa a busca por novas teorias.

Na educacdo matematica, vimos que existem alguns trabalhos que buscam explorar
aspectos contidos em Provas e RefutagBes que influenciam as praticas pedagdgicas nesta
area. Em nosso caso, buscamos neste artigo refletir sobre possiveis conexdes entre a
filosofia de Lakatos nesta obra com o trabalho com investigagBes matematicas em sala
de aula. Foi possivel notar que existem certas aproximacdes e distanciamentos entre as
duas concepcdes. Da mesma forma que a ideia de Lakatos em Provas e Refutacdes se
opbs ao modelo formalista da descoberta de novas teorias, a utilizacdo da metodologia
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de investigacdes matematica em sala de aula tem se mostrado uma alternativa para o
trabalho docente, oferecendo subsidios para uma abordagem diferente daquela que
tradicionalmente tem sido adotada nas aulas de matemética. Isso tem levado alunos e
professores a experimentarem novas sensagdes, como, por exemplo, a compreensao do
significado de uma investigacdo e qual papel assumir perante uma conjectura, contribuindo
para a construcdo do pensamento matematico e para uma aprendizagem efetiva.

Mesmo apresentando certas diferencas, acreditamos que a filosofia de Lakatos em
Provas e RefutagBes pode ter influenciado consideravelmente os primeiros trabalhos
com investigacGes matematicas na educagdo e, posteriormente, o melhoramento
desta metodologia. Lakatos reconhece a importancia que os problemas exercem
no desenvolvimento da matemaética, posicdo corroborada por diversos educadores
matematicos e uma posi¢do assumida quando se trabalha com investigacdes matematicas
em sala de aula.
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